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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract

　　By　using　of　mixed　Hamilton’s　principle　with　Reissner’s　functional，　the　present　paper

derives　the　general　higher－order　static　and　dynamic　theory　of　transversely　isotropic　elastic

plate　under　the　assumption　of　stress　components　as　well　as　displacement　ones（that　is，　hybrid

assumption），　which　satisfy　exactly　the　boundary（loading）conditions　on　the　upper　and　lower

surfaces　of　the　plate．　The　results　of　this　formulation　include　the　both　cases　of　bending　and

stretching　behaviours　of　the　plates．

　　It　is　shown　that　several　famous　dynamic　theories　of　plates　can　be　derived　as　a　special　case

of　our　result　with　employment　of　first－order　terms　and　with　some　modifications．

　　Numerical　results　for　the　statical　cases　of　torsion　of　a　rectangular　plate　with　transversely

isotropy　and　transversely　loaded　plate　with　simply　supported　edges　under　the　several　lower－

order　theories　are　compared　with　the　exact　solution　of　elasticity．

1．　まえがき

　著者らは先に静的な平板の解析理論として，定式化

の最初の段階で変位と平板の上下表面の境界（荷重）

条件を完全に満足する応力の双方を仮定した，いわゆ

る混合型平板理論を弾性論の基礎式に基づいて誘導

し，簡単な数値例とともに報告した1）。この範ちゅうに

属する従来までに発表された理論としては，Reissner

のせん断変形を考慮した理論（1次理論）2）および同氏

によりごく最近発表された混合型理論（2次理論）3）な

らびに古賀の理論4）が挙げられるが，それらは著者ら

のその論文での結果を曲げ挙動に限定した上で，さら

に特殊化したものとして導出しうることが同論文で明

らかにされた。またこの他に，これに類する理論とし

てはReissnerが1次理論を改良した中間的な改良理
論を列挙することができる5）・6）。

　本論文においては，上述のものと同系統の混合型の

平板理論を動的な場合も含め，最も一般的な形に拡張
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し線形弾性学の混合型の変分原理に基づく定式化によ

って，その支配方程式および境界条件式を誘導するこ

とを主目的とする。また他の理論との関係について触

れるとともに，いくつかの代表的な数値例を提示して

本理論の精度特性の一面を明らかにする。

2．理論の定式化

　Fig．1に示す座標系の平板に対しReissnerの変分

原理を動的な問題に拡張し，混合型の動弾性学の変分

手法を用いて支配方程式ならびに境界条件式を導く。

ここで用いる変分原理（混合型Hamilton原理）は次式
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Fig．1　Geometry　of，rectangular　plate　and　rectan－

　　　gular　Cartesian　coordinate　system（x，ツ，　z）．
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　　　＋　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）
　　　　　σ
ここに，錫は応力テンソルである。

　なお上式においてU。（のはコンプリメンタリエネ

ルギー関数であり，fi，　tiは物体力および表面力を表わ

し，Sσは作用応力が表面力tiで規定された境界を，Su

は変位が夙で規定された境界をそれぞれ表わす。ま

たコンマ（・）の後の添字はその座標に関する偏微分を

表わす。平板の応力および変位を以下に示すような基

準化した板厚座標ζ＝z／b－2z／h（h＝2b：板厚）に

関する無限項多項式で展開する。

　まず応力に関しては与えられた上下表面での境界

（荷重）条件を満足するように次式で仮定する。

　　　　　　　　co　（rxx，　ryッ，　Txy）一Σ（魂），魂），出））・Pn（ζ），

　　　　　　　．n＝O
　（rxe，　ryz）＝bΣ（魂），魂））・Rn（ζ），

　　　　　　　n＝o

rzz－－
X＋ゲ急出・・Sn（ζ），　（4）

　　　　　　　　　　　　3　（投2）＝司2）＝0，r£）＝－　　　　　　　　　　　　　2ヵ）．
　　　　　　　　　　　　2b

ここに，Pn（ζ）はLegendre多項式であり，次式で与え

られる。

で示される。

δL一δ∬（T－・・）dt・一…　　　　（1）

上式中のTは運動エネルギーであり，次式で与えられ
る。

τ一 噤辜ﾏwγ　　　　（2）
ここに，ρは質量密度を，U」は変位成分を表わし，ド

ット（・）は時間tに関する偏微分を表わすものとする。

他方，1．はReissnerの汎関数であり次式で与えられる。

・・一一
轣ou・（・r・・）＋（耐万一・μ・）λ1｝dV

　　　　K（ti　－ti）u・dS＋か泌・

またRn（ζ）はPn（ζ）を1回，　Sn（ζ）はPn（ζ）を2回，そ

れぞれ積分して得られる多項式で，おのおの次式でそ

の一・般式が与えられるものである。

Rn（ζ）一
1　　dn　1

　　　　2n・n！

Sn（ζ）一オ！。！・緩舞（92－・）・・

’dζ・－i（ζ2－1）n，
｝

（6）

なお，Legendre関tw　Pn（ζ），　Rn（ζ）およびSn（ζ）の板

厚に沿う分布形は付録AのFig．　A・1に示されてい
る。

　次に変位成分に関して次のような展開仮定を設ける。

：隠二二：笥　⑦

　面外変位wに関しては式（7）2の仮定と並行して，さ

らに次のような重みつき積分平均w｛n）およびw。を定

義する。

w・・）－2 ｾ1∫：w・Rn（ζ）d9，　w・　＝：　f：wd9．（8）

したがって，これらは式（7）2の表示を用いて次のように

表わすことができる。

∴蔦是醐｝（8）t

ここで，後述の式の簡略化のために次のような量を定

義しておく。

Q£・・　・＝　b　，［1　Tzg’Pn（ζ）dζ

　　　　　　　　　　oo　　　＝一　bPδ。O－　b3Σr．n・rMm）．　　　　（9）
　　　　　　　　　　m＝0

すなわちQ劉は面外直応力の重みつき積分平均に相

当するものであり，これらの式において次のような記

号を導入した。

盟一∫：品（ζ）・Rm（ζ）dζ

一2η≒1（瑠＋L瑠一1），

儒一！lp・（ζ）・Rm（ζ）dζ

一（21e＋、）12剛）（6・，m・1－6・，m－・），

len＝＝2／（2n一ト1）

（10）

上記中のδ〃はKronckerのdeltaである。上式の記号

瑠，蠕の具体的な値については付録Bに示した。

　式（1）の変分を各項別に実行して得られた式を，式（4），

（7）の展開仮定ならびに式⑧の重みつき積分変位を用い

て書き下す。

　まずコンプリメンタリエネルギーに関して，

δ∬㎡∫ひ（砺）dV

一34一



混合型仮定による静的・動的平板理論とその精度

一δ∬昧2±∫ll｛己璃＋磁

一2・（rxxryy＋菱［rxxT・・＋ryyT・・］）｝

　十2（1十レ）（τ髪y十KG　rZz十KG　ryz2）］dζと批4夕

一∬み璃【｛告（rX・一・魂・）＋芸（P6・・

＋・b・
}聴・）｝δ磯・＋｛芸（魂）一レrX））

　　　　　　　co＋差（Pδn。＋ゲΣτ㌃瑠　　　　　　　m＝O））｝δ魂｝

一差（1－6・i）［ヵ（一÷㌦＋コ』）

　co一Σ｛レ。τ瓢吐㌘＋瑠））一ゲノ脇絃ダ）｝］δ磁）

　m；0

＋壱｛繍・δ磯・＋（1－6n・）62嘉躍（魂・δ・k2M）

－F瑠）δ瑠））｝］dxdy　　　　　　　　　　（11）

上式中のK．，KG，　Kuおよびノlkはそれぞれ次式で示

される量である。

K・一 ﾅ瓦一

　　　　1
／1it　＝：

緩，瓦「㌃

∫ISn（ζ）・Sm（ζ）4ζ

｝

腸の具体的な値については付録Bに示した。

⑬

　次に付帯条件（運動方程式）の項に関する変分を実

行するに際して，前述のとおり，応力成分に関しては

式（4），変位成分に関しては式（7）の各展開形の仮定を用

いるとともに物体力の重みつき積分として次の量を定

義する。

　　　　　　　　　1

（13）

さらにLagrangeの未定乗数を次のように展開してお
く。

1ご遍㌶（ζ）’／⑭

以上の準備ののち変分計算を行なうと最終的に付録C

に示した式（C．1）のようになる。

　次に表面力の補足仕事については，本理論では応力

（荷重）境界である上下表面においてFig．1に示すよ

うな荷重条件のもとでの境界条件が，式（4）の応力仮定

により完全に満足されているため，実質的には，平板

の側端面における補足仕事のみを考えればよい。した

がって，平板側面に沿う周辺座標系（n，s）に基づいて

演算を実行すると以下のようになる。（Fig．1に示した

ように，nは側面に立てた法線方向座標。）

δ∬㎡工（ti　－ti）硫＋δ∬吐ち・π・応

一∬弓爲［kn｛（r£z）一司c））δu£n）

　　＋（τ；2L乞紹））δ必〃｝＋b（τ農L魂））δ％ω

　　＋雄）・δτ紹）＋ぱ）・δr£9）＋（1一δ。。）bw（”〉・δτ纏）｝。σ

　　＋len｛磁η）・δ場）＋πき〃）・δτ差2）

　　＋（1一δ。o）bto（”）・δτ纏）｝。。］必．　　　　　　　㈲

最後に運動エネルギーに関しては次のようになる。

δ∬肋一δ∬㎡・tf．ρ（Zi・2＋・2＋zb2）dV

　　　　　　　∬1蛎6ρゑ｛len（di・・）・δu‘・）

　　　　　　　＋が〃）・δがπ）＋励（n）・δ勿（n｝）｝

　　　　　　　十bρ疵）o・δ反）o］dUdy．　　　　　　　　　　　（16）

以上をまとめると混合型Hamilton原理式は最終的に

付録Cの式（C．2）のように求められる。

　式（C．2）の中の変位係数の変分の係数関係および式

（8）’よりLagrangeの未定乗数の力学的意味が式（7）で

設定した変位係tw　u（n），　v（n），　w（”）および励と次のよ

うに対応することになる。

㍑：三㌫窯ご竺｝　　　（17）

なお式（C．2）中の線積分の項は上式の関係を用い，さ

らに座標変換の関係を導入して式を整理したものであ

り，これらの関係式より境界条件が次のように求めら

れる。

㍑鶏欝こ欝㍑ご熟㍑｝（18）

また運動方程式はLagrangeの未定乗数の変分の係数

関係式から次のように得られる。
rえ2；x十zまC5十τ42）十万η）一ρ　dr’（n）＝O，

　　　　　　　　　　　　（n＝0，1，2．…　）

義弘十魂し十魂）十刀ηLρがπ）＝0，

　　　　　　　　　　　　（n＝0，1，2・…）

隠盟（綴＋瑠＋rxm・）＋庁Lρ勿・川一軌

　　　　　　　　　　　　（n＝1，2…・）

一芋（魂！・畷＋譲・）＋元一・ω・一・・

（19）
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上式において物体力と慣性項を無視したものは著者ら

の既発表のノート1）（以下ノートと略記する）の式（7）に

帰着することは言うまでもない。

　最後に変位一応力関係式（厳密には変位係数一応力

係数関係式）は，応力係数の変分の係数関係式を式（17）

を用いて具体化し，式（7）2および式（9）を用いて簡略化す

ることにより以下のように得られる。

魂L畷L篇κ・・QEn）一碑）・

瑠）一・磯L篇κ・・Qsn）一蹴1・

co

Σ｛yT．n（殿）＋魂））一　b2／1編㌘）｝

m＝0

＋カ・（÷δ・・一吉δ・・）一　－tt’tE・w・・））

　　　　　　　　　（n＝0，2，3・…　）

己c）＝G（ぴ）＋耀）），

砦嘉囎・－G・（螂LμωΣ

㌃嘉磯・－G・（6ω！ク）一が〃））．

（2①

上式の第1，2式を磁），魂）について解けば次式が得ら

れる。

㌶：麗；：1撫：：1｝⑳

これらはもちろんノートの式⑨1，2と同じ式であり，第

4式と第5，6式はそれぞれノートの式（9）3および式

（10）、，2と完全に一致する。また第3式を具体的に展開し

式（9）を用いて表示するとノートの式（11）が，またn　・＝0

の場合の具体式として式（11）3が得られる。最後にn－1
の齢の変位一応力関係式はrEl・をTS’　＝一音力と

固定したため変分の式から得ることはできないのでノ

ートの手法に従い導き出すことによって，式（11）2と同様

の式を得る。これらを再記すれば次のようになる1）。

w・n一 Cih｛鴛一 2（2n＋1）Q膓n）

（2n－1）（2n一ト3）

＋麗｝＋差6｛rK＋2）＋魂＋2）（2n十3）（2n一ト5）

（2（Tsc）＋勾；））2n－1）（2n＋3）＋（鑑‖緩）／．

w・1・一一
�ﾖ・一、＆．（QE・・　一・Q£i・）

W（0）＝

＋翻趨畷・）一÷（rEk’＋r““・）｝

1
　　（Q》2LQ》°））
6Ez

＋3副÷（瑠＋TX・）一（魂瑚・）／・

㈲

3．従来の応力仮定型の動的平板理論と本理論

　　における1次理論の関係

　ここでは動的曲げ挙動に着目し，各種支配式のうち

1次の項のみを採用した理論式に，妥当性のある仮定

を導入してそれらを特殊化すれば従来の応力仮定型の

動的平板理論に帰着することを示す。

　まず，基本的な支配式としてxおよびy方向の運動

方程式は式（19）、，2のn＝1の式を採用し，z方向の運動

方程式は式⑲4を採用する。一方，変位一応力関係式と

しては式（20）3，4，5および式（21）、，2のn＝1の場合の式を採

用するが，以下では説明を簡単にするためにこれらの

支配式をx－z面内の挙動に限定（x方向に伝播する波

動の解析ないしは，はり理論の問題を想定したことに

相当）し，上下表面での自由境界を仮定して絃』）≡0と

おいた次式から出発する。

　τ工駕κ十TS）一ρdr’（1）＝0，

弓蹴一2威一・，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　㈱　　　　E　瑠一　　　　　、鍛一〇，
　　　1－v

一u・1）－bw・，x－
WFnfrs・一・・

　なお，上式の第2，4式は以下で扱う従来の応力仮定

型の諸理論における仮定に合わせるため，w≡Wcと

し，w。＝2w。，　z〃ω一一w。なる関係より，面外変位の

項をいずれもw。で表わしてある。上式をそのままの

形で用いると，Schmidt理論1°）を線形化した理論によ

る支配式に一致し，これはまたLevinsonらの動的平

板理論11）の式ならびに，Mindlin理論12）でせん断補正

係数κ2＝5／6と置いた式とも一致することになる。一

方，Mindlin理論と同等の理論を導くためには，まず，

Mindlinの仮定に立ち帰り，面外せん断変形に関する

変位一応力関係式としてκ2を導入したu，z＋w，x＝

岩刷ただし，酬ま板厚方向に淀とする）を用

いる。さらに，これらの各項をu－u（1）・R，（ζ），w一

仇后一 x跳置｝斌

u・・）＋bw・，x－ R芸G磁・一・・．　　⑳
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を得るが，これを式㈱、の代りに採用することにより

κ2の導入をはかったMindlin理論の支配式12）と同等

のものが得られる。なおこの式においてκ2＝5／6と置

けば1／3x2ニ2／5＝Al／k，となり，上述のSchmidtの

理論をはじめとする諸理論での式1°）・11｝に一致するこ

とはいうまでもない。

　次にAmbartsumyan理論13）と同等の理論式に関し

ては式㈱の第3式の曲げ応力に関する変位一応力関係

式を以下に示す式で書き換えることにより得られる。

すなわち，奥行き方向に平面問題としての基礎関係

式：

rxx－ A㌢晦一1≒』　　　　㈱

に立ち帰り，T。。をAmbartsumyanの仮定にしたがい

慣性力項を考慮した式：

rzz－－
狽吹{ゲ・Si（ζ）・磁・＋bR・（ζ）・ρnd・・㈹

で表わし，表面の荷重条件よりrne＝bR，（ζ）・ρnd．が求

まるが，これを代入した式の重みつき積分表示として

最終的に次式を得る。

rEk’一、与耀L　5（1≒）bρndc－・・　捌

上式を第3式として採用し，他の三つの式と連立させ

て解けばAmbartsumyan理論の結果13）に到達する。

　最後に，Baluch＆Voyiadjisの理論14）（以下B－V

理論と略記）と同レベルの理論の支配式が原式を次の

ように特殊化することによって得られる。

　まず面外方向変位をB－V理論に習りて次のように

仮定することによって曲げモーメントによる平板の厚

さ方向直ひずみを考慮する。

w－Wc－
R£ti÷b・Ek）・

㈱

上式より，式㈱の第2，4式の面外変位に関する項が，

ここではそれぞれ，

w・－2Wc－ R乞蹴％（1）一一Wc＋fatE　b・E｝）・⑳

なる式で与えられることになる。これらを用いて第2，

4式を書き換え他の第1，3式と連立させて解くことに

より，B－V理論と同レベルの理論式が脚注＊に示した

ように得られる。ただしこの式はボアソン比に関する

項において1点だけB－V理論14）のものとわずかに差

異を生ずるものとなっている。

　なお，本理論の支配式を静的な曲げ問題に限定し1

次項（n＝1）のみを採用した場合はReissner理論2）

に一致し，2次項（n・＝2）まで採用した場合が古賀ら

の理論4）およびReissnerの混合型理論3）に一致するこ

とは，著者らのノート1）ならびに本論文のまえがきで

述べたとおりである。

4．数値計算例

　前節でみたように，本定式化による結果の動的な1

次理論は，従来までの代表的ないわゆるせん断変形や

板厚方向直ひずみ，ならびに回転慣性を考慮した諸理

論と同一ないし，ほぼ類似のものになることから，著

者らの既発表論文での動的問題の例題における数値例

の結果15）と前記の1次理論はほとんど同じ結果を与え

ることが推量される。なお2次理論以上の高次理論に

対する動的問題への適用例については紙面の都合上，

別途発表することにして，ここでは静的な例のみを取

り上げることにする。この静的な場合でも一般的な傾

向については著者らの一連の既発表論文15）の結果を参

考にしてもらえばh／1が十分に小さい通常の薄板の場

合にはその中の各種理論と同様の傾向を示すので，こ

こではある程度差異が顕著になる形状比のものを用い

て本理論の精度特性について検証する。

　（A）正弦波荷重を受ける周辺単純支持矩形板

　平板の中央（x＝y＝1／2）で最大値となり，境界

線で零となるような半波長タイプの正弦波の鉛直静荷

重が作用する単純支持の等方性正方形板（1×1×2b，

2b／1－0．70，レー0．25）の場合についての計算結果を

示したものがFig．2からFig．7である。なお，この問

題を取り上げた理由はそれぞれの平板理論に対し，解

析解が求められるからである。

　Fig．2は各種理論による面外変位wの板厚方向分

布を示したものである。なおここに示す本理論による

結果は1次理論では重みつき積分平均変位w（o），ωω

から直接求めた直線分布であり，2次以上の理論では

前述のとおり面内変位（uまたはv）と面外せん断応

力（r。。またはTy。）の計算値から変位一応力関係式を

介して計算したものである。本理論による計算結果に

ついてみると理論の次数が上がるにしたがって精度が

向上していることがわかる。まず，1次理論では中央面

での値がReissner2）での平均たわみに一致し，それに

最低次の面外圧縮挙動を考慮したことによる上下逆対

称な1次分布の面外変位が重ね合わされたものとなっ

＊　この場合のたわみの運動方程式は次のようになる。

、iEI」・・　・w・，xxxx　一｛1＋50三Ω｝・6砿一

　　　　　　　　　　　　　＋号磁＋，告職一α

上式で点線で示した項は板厚方向直ひずみを考慮したことによ

る付加項である。B－V理論14）ではこの項の分母のv2がレになる

ことに差異がある。

一37一



昭和61年12月 山梨大学工学部研究報告 第37号

（1） （2）　　（3）　　　（7）（8）　（4）　（5）

一1．0

∫｝“

Rli’

　　0

≠P．0 ＼　　（4）

∵撚⑬iii檎㌧∵パ＼ii灘i㌧2）ζ）（，）（ぷ⊇

＆Present＿4th

Fig．　2　Distributions　of　transverse　displacement

　　　walong　the　thickness　of　isotropic　square

　　　plate　with　simply－supported　edges（v＝

　　　0．25）

）

ており，その分だけ精度的な向上が見られる。

　2次理論では，荷重載荷面である上表面付近で多少

目立った差異を生ずる以外はほぼ厳密解のまわりに変

動した分布形を示し，1次理論に比してかなり精度が

向上していることがわかる。3次理論では上下表面付

近で厳密解16）とわずかに異なった値を示す以外は厳密

解と同一の線上にのり，4次理論では厚さ方向の全域

にわたり厳密解と完全に一致した分布が得られてい

る。なお後述の本理論による他の力学量の板厚方向分

布はほぼ3次理論で厳密解に達しているが，ここでの

面外方向変位は上述のとおり面内変位と面外せん断応

力をもとに算出しているので，解には多少大きな誤差

が含まれ，4次理論ではじめて厳密解に等しい値に行

きついたものと思われる。

　他方Reissner理論2）は上述のとおり本理論の1次

理論の中央面位置での面外方向変位と同じ値の一定た

わみを示し，またReissnerの混合型理論3）ならびに古

賀らの理論4）による結果は，分布形がさらに高次化（4

次分布）するものの，曲げ挙動のみに着目し伸縮挙動

を無視しているため，やはり上下対称の分布形となっ

てしまい，この計算例のように伸縮挙動が大きな比重

を占める場合には根本的な精度改善をもたらす理論と

はなり得ない＊ことがわかる。なおこれらの両理論にお

いては，wの板厚方向分布に関して明確な記述がない

ため，ここではその重みつき積分平均から未定係数を

逆算して得た分布形を示してある。また初期関数法17）

（Method　of　Initial　Function，以下MIFと略記）に

よる結果に関して見ると2nd　orderではじめて容認し

得る解が（1st　orderでは過大な誤差が生じる），また，

3rd　orderでかなり厳密解に近い値が，さらに4th

orderで完全に厳密解に一致した分布が得られる。最

後に古典理論による結果は板厚方向成分を完全に無視

した理論であるためそれらがかなりの重要性をもつ本

計算例の場合，中央面での面外方向変位の約1／3にあ

たる一定値しか与えない。

　Fig．3は同じく面内変位uの板厚方向分布を各種

理論で計算した結果を示したものである。これらのう

ち本理論による結果は，1次理論での値がReissner理

論での値（本理論のn－1のみ採用に相当）に最低次

（n＝O）の面外伸縮挙動を重ね合わせたものであ

り，2次理論での値がReissnerの混合型理論および古

賀の理論での値（n＝＝1，3に相当）に，低次の2項（

n＝0，2）の伸縮挙動を併せ考慮したものである。これ

らは，いずれも面外伸縮挙動の考慮により精度が向上

し，各次数の理論による値が厳密解を平均化した値，

あるいは厳密解のまわりに変動する値を示すようにな

ることがわかる。同時に理論の次数の増加にともない

解析精度が向上し，2次理論でかなり厳密解に，3次理

　　　（7）／
（、），（9），（1。）＞y．

（1）

＼
＼（5×）（、）

／，・

（2）（4）　（1）1（8）（5）

（6），（9），（10）

u／（・晋づ畔）

0．05　　　　　　　0．10

（1）Classical
（2）　Reissner－1

（3）Reissner－2＆Koga
（4）MIF－2nd
（5）MIF－3rd
（6）　MIF－4th

（7）　Present－lst

（8）　Present－2nd

（9）　Present－3rd
ζ＝1．0　（10）Exact　solution

（4）

Fig．3　Distributions　of　in－plane　displacement　u

　　　along　the　thickness　of　isotropic　square

　　　plate　with　simply－supported　edges（り＝

　　　0．25）．

＊ただしReissnerの設定した境界（荷重）条件は上下表面でp／2

ずつ分割載荷された平板曲げの解析モデルに対応しているもの

で，伸縮挙動は生じないことになっている。これは本理論で1次

と3次（曲げに関与する低次の2項ずつ）の項のみを採用したも

のに一致するが，ここではFig．1に示すような上表面のみに一括

載荷したモデルの解として同じ解を採用した場合の比較検討を

試みたものである。
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2b／1＝　0．70
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⇒（　　　．　πエ　．　π9P°Sm　1－Sln　T）

　0．50　　　　　　　　0．75

（1）Classica1
（2）　Reissner－1

（3）Reissner－2＆Koga
（4）　MIF－2nd

（5）　MIF－3rd

（6）MIF－4th
（7）　Present－lst

（8）Present－2nd
（9）　Pre8ent－3rd

（10）Exact　solution

　　（6），（9），（10）

Fig．4　　Distributions　of　bending　stress　Txx　along　the　thick－

　　　ness　of　isotropic　square　plate　with　simply－support・

　　　ed　edges（〃＝0．25）．

論で厳密解と完全に一致した値が得られることがわか

る。一方本理論と上述のような関係を有するReissner

理論ならびにReissnerの混合型理論および古賀の理

論での計算結果は，面内伸縮挙動を考慮できないため

に中央面で零をとる上下逆対称な分布となるために精

度は低下し，高次化された後者の理論3）・4）による場合で

も特に中央面近くでの変位において大きな誤差を生じ

ていることが指摘できる。また古典理論による結果は

前に示した面外変位の解析精度ほどではないが法線保

持の直線分布の仮定のためやはり精度の低いものとな

っている。他方，MIFによる結果は，板厚方向変位の

場合と同様，2nd　orderではじめて有意な解が得られ，

3rd　orderでかなり厳密解に近い値を示し，4th　order

で完全に一致した値を与えることがわかる。なおMIF

による解析はここに示す平板曲げの問題のように側端

面での境界条件を完全に満足した解を仮定できる場合

には，MIFのもつ上下表面での境界（荷重あるいは変

位）条件を満足し3次元弾性論の基礎式をすべて網羅

しているという理論特性から理論式の次数を上げるに

つれてすべての物理量が限りなく厳密解に近づくとい

う性質を有するものであるが，ここでの数値結果はそ

れを裏づける典型的な例といえよう。

　Fig．4は曲げ応力τ。xの板厚方向分布を示したもの

であるが，この曲げ応力の解析精度に関する各理論の

特性は前述の面内変位uに関するものとほぼ同等で

あるため，ここでの詳述は省略するが，Reissner理論2）

による値ならびにReissnerの混合型理論3）および古

賀の理論4）による値が，いずれも上表面近くで過小な

値を示し，下表面近くで過大な値を示している。また，

理論のレベルが上昇するにつれ上表面位置において古

2b／1　＝　0．70

　＝0．25

　　　　　ノil

鷲／？1・igi．／S，，

＼　　（8）＼
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Fig．5
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（7）　Present’lst

（8）　Present－2nd
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Distributions　of　out－of－plane　shear　stress

Txg　along　the　thickness　of　isotropic　square

plate　with　simply－supported　edges（レ＝

0．25）．

典理論から厳密解まで順次大きな負の最大曲げ応力を

示しており，この順番がおおむね，この問題に関して

全般的な解析精度の低い方から高い方への順位をその

まま表わしていると言っても過言ではない。さらに本

理論は3次理論で，MIFは4th　orderでそれぞれ厳密

解と全域にわたって一致した解を与えるようになる。

　Fig．5は面内せん断応力rxyの板厚方向分布の計算

結果を示したもので，この値は変位一応力関係式r。y

＝G（u，y＋v，x）より算出されるものであるため，今の

問題の場合には本質的に面内変位成分の板厚方向分布

と全く同等となる。したがってこの図はFig．3のorと

全く同等で横座標値のみ変わるだけである。

　Fig．6は面外せん断応力rxeの板厚方向分布の計算
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結果を示したもので，ここに示すすべての理論とも上

下表面での：境界（荷重）条件を満足する理論であるた

め，各理論とも上下表面での自由境界の条件は満され

ている。厳密解は載荷面側にピークを持つ上下非対称

な分布を示すが，この性状を近似し得るのは横荷重に

よる板の伸縮挙動を考慮した本理論ならびにMIFの

高次理論のみである。本理論による計算値は1次理論

ではReissner理論（1次理論）での上下対称2次放物

線分布と一致するものであるが，2次理論になると厳

密解のまわりにわずかに変動する値を示すようにな

り，3次理論で完全に厳密解に一致した値を与えるこ

とがわかる。一方，MIFによる値は2nd　orderでは定

性的には厳密な分布形に近いが数値的に7／8程度と過

小値を与える。しかし3rd　orderではやはり小さめな

がらもかなり厳密解に近い値を示し，4th　orderで完全

に厳密解に一致する。なおReissnerの混合型理論（2

次理論）および古賀の理論での値は，中央面における

値が厳密な解に近づく以外は目立った改良点は見当た

らず，やはり上下対称分布成分のみ採用した場合の限

界を示していると言えよう。なお古典理論4）の値とし

ては2次放物線分布を示したが，これは直線分布の面

内直応力とのつり合いから求められた応力であり，こ

れによるせん断変形は無視（後述の面外直応力につい

ても同様）していることは言うまでもない。

　Fig．7は面外直応力Tneの板厚方向分布の計算結果

を比較したものである。ここにおいても前述の面外せ

ん断応力とほぼ同様の傾向が指摘でき，すべての理論

とも上下表面の境界（荷重）条件を満たした解を与え

ている。本理論の1次理論とReissner理論2）（1次理

論）および古典理論が中央面で載荷重の1／2の強度を

示す3次分布を与えており，Reissnerの混合型理論3）

（2次理論）および古賀の理論4）がやはり中央面で

一p／2を示す5次分布を与えている。これに対し厳密

な分布はやや小さめな値となっており，ここでも本理

論による値は2次理論でほぼ厳密解に等しい値とな

り，3次理論で完全に一致している。また，MIFによ

る値も2nd　orderでは下表面付近を中心にかなり過大

な値を与えているが，3rd　orderで飛躍的に厳密解に近

づき4th　orderで完全に一致している。

　以上に示したとおり，本混合仮定型理論による結果

は，いずれも理論の次数が高くなるにしたがって厳密

解に近づき，3次理論（n＝0～5）でほぼ厳密解に一

致した解が得られることがわかる。

　この傾向より，本理論は著者らの変位仮定型の一般

化高次理論15｝で同一次数の変位係数を採用した理論と

同程度の精度を有する理論であるといえる。なお，図

ζ＝－1．0

0
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2b！1＝0．70

v　＝0．25
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（10）Exact　solution

Fig．7　Distributions　of　out－of－plane　normal

　　　stress　Tzz　along　the　thickness　of　isotropic

　　　square　plate　with　simply－supported　edges

　　　（レ＝0．25）．

中に示したReissner理論，ならびにReissnerの混合

型理論および古賀の理論は面内伸縮挙動を考慮してい

ないため，この例のように伸縮挙動がかなりの比重を

占める問題にそのまま適用するには無理なことがわか

る。

　（B）　面内等方性平板の単純ねじり

　次にFig．8に示すような横等方性矩形板の両端に

角度θなる回転変位を与えた単純ねじり問題を各次

数の理論で解析した結果および変位仮定型の一般化高

次理論の変位成分に関しておのおの対応する次数の理

論で計算した結果とともに示したものが，Fig．9から

Fig．12である。これらの図のパラメータCはC＝

26婿σにごに・G，G・はそれぞれ平板面内，面外

のせん断弾性係数を表わす）と置いた平板の幾何形状

と材料性質を融合させたパラメータであり，Cが大き

いほど古典的な平板モデルに近づき，Cが小さいほど

それからはなれる平板となることを示している。

　まずFig．9は板の上下表面中央で生ずる最大面内

一40一

Fig．8　Coordinates　and　plate　shape　with　simple

　　　torsion　　at　the　ends　　of　transversely

　　　isotropic　rectangular　plate．
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　　　　　Fig．8．

せん断応力（T。y）m。、を各次数の理論により計算し，そ

れらの厳密解に対する誤差（％）をCの3ケースにつ

いて求めたものである。図では誤差率を表わし，離散

した点を折れ線で結ぶことにより理論の次数の増加に

伴う精度の推移を示したものである。この図より全般

的には変位仮定型理論15）の方がここでの混合仮定型理

論より精度がよく，ともに理論の次数が上がるに従っ

て急速に厳密解に近づいてゆくことがわかる。その様

子をCの各値ごとに見ると，C＝0．5では1次理論で

23％，および33％とかなり大きな誤差を生じ，3次理

論でもわずかながら誤差を生ずる。またC＝1．0では

1次理論での誤差は2．7％および10．4％とやはり大き

いが，2次理論でかなり厳密解に近づき，3次理論でほ

ぼ厳密解に一致した値を示す。他方C－5．0では1次

理論でもほぼ厳密解に等しい値を両方の理論とも与え

ており，Cが大きい場合は低次理論でも良好な精度の

解が得られるが，Cが小さくなるに従って高次理論に

よる解析が必要になってくることがわかる。

　Fig．10は側端面中央位置で生ずる最大面外せん断

応力（r。。）m。、の解析精度の比較を示している。全般に

上下表面で境界（荷重）条件を満足させた混合仮定型

理論の方がそれを無視した変位仮定型理論より高精度

の解を与えている。ここでも理論の次数の増加に伴い

両理論とも，より精度の良い解を与えるようになるが，

解の厳密解への収束性は前掲の面内せん断応力
（T。y）m。、よりも鈍く，C＝5．0の場合でも3次理論にお

いて多少（O．4～0．6％程度）の誤差を生じている。また

やはりCが大きくなるほど両理論とも解析精度が高

一2．5

－12．5

一15．0

一20．0

Error（％）

1st

　　　　　国
HAT（0．5）

HAT（1．0）

HAT（5．0）

　　　2nd

ミくミここミ

”tt ^ク’一一

gAT（。）、H，br、d＿。、e。ry

　DAT（O．5）DAT（C）；Displacement　Assum・Theory

；認認・一π雁一・・…1・…5・・

Fig．10　Error　percentages　of（Txz）max　according　to

　　　various　theories　under　the　case　shown　in

　　　Fig．8．

十15．0

十10．0

十5．0

±0．

Error（％）

　　　　　　　　口
∨DAT（1．。）

＼ぷ．㌫｛8：麟惣蕊㌔㎞，
DAT（5．。〉）．＼，　C一π俘一・・…1・…5・・

一一一＿＿＿＼＼　　　　　　　　　　　　　　　　Order

　　　　　HAT（5．0）
　　　　　HAT（1．0）
　　　　　　　　2nd　　　　　　　3rd＿5．01st
　　　　HAT（0．5）

　Fig．11　Error　percentages　of　torsional　moment

　　　　M．according　to　various　theories　under　the

　　　　case　shown　in　Fig．8．

くなっているが，Cの値による差についても（r。y）max

におけるほど顕著な相違は見られない。

　Fig．11はねじり角θに対応したねじりモーメント

M．を次式：

M・－
??ir・y・・－r・…）dyd・・　　　（30）

に基づいて計算した結果についての比較である。全般

に前述の応力に比べ精度は高いものとなっており，C

＝5．0と1．0の場合は2次理論で両理論ともほぼ厳密

解に収束している。他方Cニ0．5では混合仮定型理論

が3次理論で厳密解に到達しているが，変位仮定型理

論では2次，3次ともほぼ同じ値で多少の誤差（＋

0．35％）を生じていることがわかる。また全体的に混合

仮定型理論の方が変位仮定型理論より高精度の結果を

与えている。
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十7．5

十5．0

十2．5

土O．

一2．5

一5．0

Error（％）

h2（HAT　1）

：：1

HAT　n　：n－th　order　Hybrid　Assumption　Theory

DAT　n　：n－th　order　Displacement　Assum．　Theory

／κ
　　一一一：：x　＝’
　　　　　k2（DAT3）

／　　　　　　　k2（HAT2）

へ、ll；部）

h1＝τxy・max／Mr

　　　　　　　　　　／！フk，＝τ。。m。．／M。

　　　　　　　　／　k・（DAT・）

（・一赤俘）／

本混合仮定型理論による結果を変位仮定型の一般化高

次理論による結果と比較しつつ高次近似理論の精度特

性に関して考察を行なったが，ここに示した例は問題

の性質上，面内成分に関しては上下逆対称で，面外成

分に関しては上下対称な項のみから各力学量が形成さ

れ，面内伸縮挙動は含まれないことから，ここで示し

た混合仮定型理論の1次理論はReissner理論2）に，2

次理論はReissnerの混合型理論3）および古賀の理論4）

に完全に一致することは言うまでもない。なお，変位

仮定型の1次理論にせん断補正係数κ2＝5／6を導入

した形で計算を行なうと混合仮定型の1次理論と全く

同じ支配式が得られ，ここに示した面外せん断応力の

分布形の2次放物線分布を一様分布で置きかえたもの

（したがって（rxz）m。、は2／3になる）で与えられる以

外は全く同様の解が得られることを付記しておこう。

5．む　す　び
1．0 2．0　　　3．0　4．05．0　7．0　　　10．　　　20．

Fig．12　Error　percentages　of　parameters　k、　and彪

　　　according　to　various　theories　under　the

　　　case　shown　in　Fig．8．

　Fig．12は本計算例における面内および，面外のせん

断応力とねじりモーメントからそれぞれ島＝

（罐炉（罐なる二つのパラメータを勅

これらの値を通じ混合仮定ならびに変位仮定の各次数

の理論の解析精度特性をCの値の変化に応じて示し

たものである。まず，leiについてみるとCの値が大き

くなると急速に厳密解に近い値が得られるようにな

り，変位仮定の1次理論がC＝20．0でもまだ多少の

誤差（－0．3％程度）を生ずる以外は各理論ともC＝

1．5～7．0以上の場合には厳密解に等しい値を与える。

なお，高次理論においては変位仮定型の方が混合仮定

型より精度よい結果を与えている。一方，k，について

の結果はここに示す1次から3次までの各理論とも

Cが1．5～3．0程度の値より大きくなると厳密解に行

きつかないうちに，各理論次数に応じたある一定値に

収束してしまう傾向をもつ。なお，混合型理論と変位

仮定型理論の比較では変位仮定型の1次理論が面外せ

ん断応力の一様分布仮定の結果，20％以上の誤差をと

もなうことになり，混合仮定型の1次およびその他の

理論に比して著しく精度の低い値を示す以外は，両理

論で同次数の理論同士はほぼ同程度の精度の値を与え

つつ，前述のlei同様，次数の増大につれてより高精度

の解を与えるようになる。

　以上，面内等方性矩形板の単純ねじり問題について

　線形動弾性学の混合型変分原理を用いて，平板の上

下表面での境界（荷重）条件を完全に満足する混合型

の一般的な2次元化平板理論を等質の横等方性平板に

対して誘導した。

　ここで定式化した理論を特殊化すればごく最近のも

のを含めて従来までに提案された静的ならびに動的な

平板理論式が得られることを示すとともに，静的な例

に限定して数値計算例を実施して本理論の低次項採用

によって得られる1次～4次のorderの理論結果と弾

性厳密解との比較を行ない，その精度特性を詳細に検

証した。取り上げた数値例に対し，他の理論結果（初

期関数法による平板理論17），著者らの変位仮定に基づ

く一般化平板理論等15））についても精度比較がなされ，

本理論の採用項数を増やしてゆけば極めて高い精度の

ものが得られることが判明した。

　本理論は静的，動的な場合を含めて変位仮定型の一

般化高次理論と対となるものであり，ここに，それら

の基本的な特徴，差異等を数値例を通してある程度明

らかにすることができたが，今後とも，動的な場合も

含めより多くの例に適用して検証する必要があろう。

付録A．板厚方向の分布関数Pn（ζ），　Rn（ζ）および

　　　　Sn（ζ）

　本文の式（5）および（6）で定義された関数Pn（ζ），　Rn（ζ）

およびSn（ζ）の板厚方向の分布形を，基準化した板厚

座標ζ＝z／b　＝　2z／hを用いてn－0～5までのもの

について図示したものがFig．　A．1である。　Pn（ζ）はn

次のLegendre多項式であり，　Rn（ζ），　Sn（ζ）はこれを
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それぞれ1回および2回積分して求めた関数である。

　　　　　　　　ハ付録B．記号㌃，㌃およびノ儒の値

　本文の式（10）および⑫で定義した表記の記号に対し，

整数η，mの小さな値をとる場合の分について具体的

に示したものがTable　B．1～B．3である。もちろん，こ

れ以外の．n，　mの場合については式（10），（12）から容易に

計算できる。

付録C．混合型のHamilton原理の式

　　　Aδ∬凌∫（τゴあゴー1－fi一ρ乞ii）・A，dV

　　　A一工‘1㎡Zbl亙ム［（磁1・＋鵡＋魂｝

　　十ノ覧η）一ρμ（n））・δλSn）十（τ諺！κ十τ銑豆し十rS～2）

　　＋炉ρμ・n））・6ASn・＋b｛㌃融（趨し畷

　　＋rMm・）＋力川一ρab…｝・（SA£n・－kn｛殿・δ・X・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ　コ　　十λ鶏・δ瑠）一（1一δnO）A£n）・δ己2）十ρλ繁）・δu（n）｝

　　－len｛λ鍛δ魂）十λ瑠δ魂）

　　　　　　　　　　　　　．　．　　一（1一δnO）A膓n）・δ6；｝十tO　A’　sn）δv（n）｝

　　　　　　　　－b2Σ窃｛（1一δ。。）（λ袈・δ己2）＋溢竺～・δ出｝）

　　　　m；O
　　　　　　　　　　　　　　　．　じ　　一（1一δni），a£m）・δTE2n）｝十lenbρλ’£n）・δw（n）］

　　＋［｛一等（TS2・＋　r“1・＋r£・）＋f・一ρnd・｝6A・

　　＋誓（λ・，・・δ・ES・＋A・，・・δ・S・）一ρλ・・δ吋1卿

一1．0　　　’O．5 0 0・5　　　1．0　 －1●0　　－0・5

P4（ζ）

　　／
P5（ζ）

P。〔ζ）

Pi↓ζ）

0

　　ハ＋∬弓b隠［硫・（μ・・δ磁）

十μy・δ改c））十〃〃aSn）（μκ・δ己多）十μy・δ6；））

　　　　　　co＋（1一δ。o）b2Σ㌃・λ膓m）（μ。・δ磁）＋μy・δ魂））］

　　　　　　功＝0

一孕（却・δ・ES・輌・δ・“2・）lds・　（Cユ）

δLc

　　　一∬∂必6團｛釜（磁L畷・）＋差（P6n・

＋b・
}環瑠・）一島襯δ磯・＋｛誓（魂L・磯・）

　　　　　　　oo＋芸（Pδn。＋　b2Σ瑠瑠）　　　　　　　　m＝O）一刷3｝δ魂）

一＆2（1－6n・）［－P（÷心・一拓・）

　co一Σ｛ソ」㌃（魂）＋瑠））－b2・脇養㌘）

　m＝0

＋島噺・・｝］δ魂・＋｛芸趨Lム（瑠

＋λ毘）｝δ魂・＋（1－6n・）｛芸急τ㌶（κ・己㌘・

－G溢㌘）十んη（Akn｝十bδniλo，κ）｝δ魂）

＋（1－6n・）｛芸急躍（κ・瑠LGλ膓留）＋kn（ぴ・

十bδniAo，y）｝δ魂）十kn（磁lx十魂｝十磁）十兎！）

一ρμω）6A。＋〃。（出㌦十魂し十磁｝十刀η）

一ρが・・）脚・＋bkn｛貴急㌃（綴＋瑠｝

R1（ζ戊

R2でζ）

R3fζ）

0．5　　　1．0　－0．5　　 －0．25　　　　0

　　　　　　　　　　／
　　　　　　　　s％（ζ，

　　　　　　　　Sl‘ζ）

　　　　　　　　So‘ζ戊

0．25　　0．5

s2（ζ）

s3イζ）

Fig．　A．1　Distributions　along　the　thickness　of　functions　Pn（ζ），　Rn（ζ）and　Sn（ζ）．
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Table　B．1 Some　numerical　values　of　rn。　for　arbitrary

small　integers　m　and　n．

η
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Table　B．2 Some　numerical　values　of　1「㌦for　arbitrary

small　integers　m　and　n．
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Table　B．3 Some　numerical　values　of／ln．　for　arbitrary

small　integers　m　and　n．
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　　　　十｛（r膓髪）一乞r紹））δu》n）十（揚2Lτr‘2））δu5n）

　　　　十b（魂）一τr㍑））δw（n）｝sσlds．　　　　　　（C．2）

　　　　　　　　　　　　　参考文献

1）平島健一・根岸嘉和：土木学会論文集，No．350，　pp．351－354，

　　1984
2）Reissner，　E．：J．　Appl．　Mech．，　VoL　12，　pp．　A69－A77，1945

3）Reissner，　E．：ZAMM，　Vol．63，　pp．285－289，1983

4）古賀達蔵：機械学会論文集（A編），Vol．48，　No．433，　pp．

　　1151－1159，1982

5）Reissner，　E．：Int．　J．　Solids　Struct．，　Vo1．11，　pp．569－573，

　　1975
6）Reissner，　E．：Int．　J．　Solids　Struct．，　Vol．12，　pp．545－554，

　　1976

7）Toupin，　R．A．：J．　Appl．　Mech．，　Vol．19，　pp．151－152，1952

8）Crandall，　S．H．：Proc．　Int．　Cong．　Appl．　Mech．，　pp．80－87，

　　1957
9）Rao，　J．S．　et　a1：J．　Appl．　Mech．，　Vol．48，　pp．672－673，1981

10）Schmidt，　R．：J．　Indust．　Math．，　Vol．27，　pp．23－38，1977

11）Levinson，　A．：Mech．　Res．　Commun．　Vol．7，　pp，343－350，

　　1980

12）Mindlin，　R．D．：J，　App1．　Mech．，　Vo1．18，　pp．31－38，1951

13）Ambartsumuyan，　S．A．（神谷訳）：「異方弾性板の理論」（森

　　北出版），1975

14）Voyiadjis，　G．Z．＆Baluch，　M．H．：J．　Sound　Vib．，　Vo1．76，

　　pp．57－64，1981

15）平島健一・根岸嘉和：土木学会論文報告集，No．330，　pp．1－

　　14，1983，No．333，　pp．21－34，1983；No．341，　pp．163－172，

　　1984

16）Pagano，　NJ．：J．　Comp．　Mat．，　Vol．4，　pp．　20－34，1970

17）Vlasov，　V．Z．：Proc．　9th　lnt．　Cong．　Appl．　Mech．，　Vol．6，　pp．

　　321－330，1956

18）Lechnitsukii，　S．G．：Theory　of　elasticity　of　an　anisotropic

　　elastic　body，（Eng．　Trans．），　Holden－Day，　pp．283－298，1963

＋rgm・）＋刀の一ρnd・wl＋｛一誓（r£1・

一44一


