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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract

　　　An　existence　theorem　is　given　in　the　paper　concerning　a　quasiperiodic　system　of　differential

differerence　equations．　It　says　that　one　can　always　assure　the　existence　of　a　quasiperiodic

solution　by　checking　several　conditions　on　an　obtained　approximate　solution　and　further　gives

amethod　to　obtain　an　error　bound　of　the　approximate　solution．

§O　Introduction

　　　　M．Urabe［5］studied　a　system　of　quasiperiodic

differential　equations　and　proved　an　existence　theo－

rem　of　quasiperiodic　solutions　with　the　same

periods．　It　says　that　one　can　always　assure　the

existence　of　an　exact　quasiperiodic　solution　by

checking　several　conditions　on　an　obtained　apProxi－

mate　solution　and　further　gives　a　method　to　obtain

an　error　bound　of　the　approximate　solution．　In

order　to　investigate　the　properties　of　quasiperiodic

functions，　he　introduced　a　notion　of　pseudoperiodic

functions．　Therefore　his　existence　theorem　had

some　additional　assumptions　concerning　pseudoper－

iodic　functions．　Later　he　gave　a　final　existence

theorem　in　his　paper［6］but　did　not　write　its　proof

yet．

　　　　We　study　a　system　of　quasiperiodic　differential

difference　equations

　　dx（り姥一F（ちx（の，　x（t＋τ））　　　（0．1）

and　prove　an　analoguous　existence　theorem　con－

cerning　quasiperiodic　solutions　with　the　same

periods　without　using　any　notion　of　pseudoperiodic

functions．　Our　theorem　contains　the　final　theorem

by　M．　Urabe　as　a　special　case．

　　　　In　our　previous　paper［7］we　gave　two　examples

for　our　main　existence　theorem　suggested　by　T．

Mitsui［2］　and　Y．　Shinohara，　A．　Kohda　and　T．

＊　Computer　Science　Department

Mitsui［4］．Approximate　solutions　were　constructed

by　the　method　of　Galerkin　procedure　based　on

trigonometric　polynomials．　We　established　the

existence　of　quasiperiodic　solutions　to　quasiperiodic

differential　difference　equations　of　2nd　order　and

the　error　bounds　for　the　approximate　solutions　by

applying　the　special　case　of　our　existence　theorem．

We，　however，　did　not　write　its　proof．　In　this　paper

we　give　a　complete　proof　of　the　existence　theorem

in　the　general　form．

　　　Afunction　f（のin　t　on　the　real　line　is　called　to

be　quasiperiodic　with　periodsω1，＿，ωηif　it　is　re－

presented　as　f（の＝fo（ち．．．，のfor　some　function

fo（ul，＿，　um）continuous　and　periodic　in　each　u」　with

periodωブ（ノ＝1，＿，　m）．　Without　any　loss　of　general－

ity　We　assume　thatω元＞0（ノー1，．．．，　m）and　that　the

reciprocals　of　these　periods　are　rationally　indepen－

dent．　A　function　f（t）is　said　to　be　almost　periodic　if

from　every　sequence｛αn｝one　can　extract　a　subse－

quence　｛αη’｝such　that　the　sequence　｛f（t十αn’）｝　is

uniformly　convergent　on　the　real　line．　It　is　seen

later　that．aquasiperiodic　function　is　almost　peri－

odic．　We　assume　that　all　functions　considered　in

this　paper　are　continuous　on　the　real　line　unless　we

make　any　note　of　the　matter．

　　　　In§1we　state　some　facts　on　almost　periodic

functions　and　almost　periodic　linear　differential

equations．　In§2we　study　some　properties　of

quasiperiodic　functions　and　quasiperiopdic　linear

differential　equations　in　order　to　use　them　in　the
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next　section．　In§3we　prove　the　main　theorem　on

quasiperiodic　solutions　of　quasiperiodic　differential

difference　equations．

§1　Almost　Periodic　Linear　Systems

It　is　known［1］that　a　limit　value

・（f，λ）一』頸．．（1／T）∬f（t）・一…dt　（1・1）

exists　for　any　almost　periodic　function∫（t）and　any

real　numberλand　that　there　exists　a　countable　set

of　real　numbers／1　such　that　a（ノ，　A）＝Oifλ∈ノ1．

Denote　by　the　module　of　f，　Mod（f）the　smallest

additive　group　of　real　numbers　containing　the　set／1

for　whichα（f，　A）≠0．

　　　Asystem　of　differential　equations

　　dx／dt－A（t）x　　　　　　　　（1．2）
is　called　to　satisfy　an　exponential　dichotomy　if　there

exists　a　projection　P　and　positive　constantsσ1，σ2，

K，，and　K，　so　that

　　lX（t）PX－1（s）1≦K，　exp［一σ1（t－s）］　for　t≦s，

　　lX（t）（E－P）X”i（s）1≦」K2　exp卜σ2（s一の］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　for　t　≦　s　　　　　　　　　　（1．3）

for　the　fundamental　matrix　X（t）of　the　system（1．1）

satisfying　X（0）一・E，　where　E　is　the　unit　matrix．

Here　we　introduce　any　norm　l　l　in　Euclidean　space

and　denote　that　llfll＝suplf（t）l　for　any　bounded

function　f　・＝　f（t）．　We　make　use　of　the　theorem　as

follows　in　the　next　section．

　　　THEOREM　1．1［1］　Let．4（のbe　an　almost

periodic　square　matrix．　Suppose　that　the　system

（1．2）satisfies　an　exponential　dichotomy（1．3）and

that　f（のis　an　almost　periodic　function．　Then　there

is　a　unique　almost　periodic　solutionφ（のof　of　the

nonhomogeneous　system　of　differential　equations

　　dx／とlt＝A（t）x十f（t）　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．4）

and　Mod（φ）⊂Mod（．4，　f）．　Furthermore

　　Hip11≦　（K，／σ1一トK～／02）11fll．　　　　　　　　　　　　　　　（1．5）

whereσ1，02，　K，，　and　K，　are　constants　in（1．3）．

　　　In　fact，　the　unique　solutionφ（のis　represented

as　follows

φ（t）　＝＝　u［1°°G（ち・）f（s）ds　　（1・6）

where

G（ち・）一｛離謬し．1（s）il三（1・7）

G（ちs）is　a　piecewise　continuous　function　on・the（ち

s）plane　which　is　called　Green　function．

§2　Quasiperiodic　Linear　System

　　　Using　a　theor6m　proved　by　F．　Nakajima［3］

on　the　relationships　between　quasiperiodic　functions

and　almost　periodic　ones，　we　prove　the　closedness　of

the　space　of　quasiperiodic　functions　with　periodsω1，

…，ω加in　the　topology　of　uniform　convergence，

　　　THEOREM　2．1［3］　A　function　f（t）　is　quasiper－

iodic　with　periodsω1，…　，cDm　if　and　only　if　it　is

almost　periodic　and　its　module　has　an　integral　base，

namely　anyλ∈Mod（f）is　represented　asλ＝

2π（nl／ω1十…十nm／cvm）for　some　integers　nl，・∴，

nm．

　　　THEOREM　2．2　1f　a　sequence　｛fn（t）｝of

quasiperiodic　functions　with　common　periodsω1，・・

・，（vm　is　uniformly　convergent　to　a　f皿ction　f（t）on

the　real　line，　then　the　limit　function　f（t）is　also

quasiperiodic　with　the　same　periodsω1，…，ωm．

　　　We　shall　give　a　proof　of　the　above　theorem．

Since　each　function　fn（t）is　almost　periodic，　it　is

well　known［1］that　the　limit　function　f（t）to　which

the　sequence｛fn（t）｝converges　uniformly　is　also

almost　periodic．　We　choose　any　A　such　that　a（f，　A）

defined　in（1．1）does　not　vanish．　Setε＝la（f，λ）1／4

＞0．For　suchε＞Othere　exists　a　real　number　To

such　that

1（1／T）∬∫（t）e－…dt－・（f，λ）1〈・

for　any　T≧　To．　On　the　other　hand，　by　using　uni－

form　convergence　of　the　sequence｛fn（t）｝We　can

choose　a　positive　integer　N＝・N（ε）such　that　lfv（t）

一ノ（t）1＜εfor　any’on　the　real　line．　Then

1（・／T）∬万（の・－4τ一（1／τ）∬∫（の・一ゴtl

≦（・／T）∬1万（t）－f（t）1・le－・a・1dt

≦（・／T）∬ε∂τ一・

For　the　almost　periodic　function　fN（のand　the　value

a（fN，　A）we　can　choose　T，≧7もsuch　that　for　any　T

≧T，

1（・／T）∬ん（t）e－・”・dt－a（fN，・）1〈・・

It　follows　that　for　any　T≧T，

　　la（ん，A）1≧la（f，λ）1
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一la（〃）一（1／T）∬∫（t）e－…dt1

一i（1／T）∬ム（t）e－…dt－a（f・，・A）1

一1（・／T）∬ん（t）・一・A・dt

一（・／T）f∫（t）・一…dtI

　　＞4ε一ε一ε一ε＝ε＞O

Thus　we　obtainα（fN，λ）≠0．　This　implies　that　A∈

Mod（ム）。　By　THEOREM　2．1，　it　follows　thatλ＝

2π（nl／ω1十…十nm／ωη）for　some　integers　nl，…，nm

sinceノ万（のis　quasiperiodic　with　periodsω1，…，ωm．

Then　it　is　concluded　that　Mod（f）has　a丘nite　inte－

gral　base　2π／ω1，…，2π／ωη．　This　implies　by　THEO－

REM　2．1　that　the　function∫（t）is　quasiperiodic　with

periodsω1，…，ω功．　This　completes　the　proof　of

THEOREM　2．2．

　　　We　obtain　a　theorem　on　the　existence　of　a

quasiperiodic　solution　to　a　linear　differential　sys－

tem．　This　theorem　was　proved　by　M．　Urabe［3］

using　the　notion　of　pseudoperiodic　functions．　We

give　another　proof　due　to　THEOREM　1．1　and

THEOREM　2．1　without　using　any　notion　of

pseudoperiodic　functions．

　　　THEOREM　2．3［5］［6］Let．4（のbe　a　quasiper－

iodic　square　matrix　with　periodsω1，…，ω加．，　Sup・

pose　that　the　system（1．2）satisfies　an　exponential

dichotomy（1．3）．　Then　for　any　quasiperiodic　func－

tion　f（t）　with　periods　ω1，…　，ωm　the　non－

homogeneous　system（1．4）has　a皿ique　quasiper－

iodic　solutionφ（t）with　the　same　periodsω1，…　，ωη

given　by（1．6），　where　the　Green　function　G（t，　s）is

de丘ned　in　the　form（1．7）．　Moreover　the　solutionφ（の

satisfies　the　relation（1．5）．

　　　In　fact，　all　assumptions　of　THEOREM　1．1　are

ful創led　since　quasiperiodic　functions　are　almost

periodic．　In　order　to　complete　the　proof　of　THEO－

REM　2．3，　it　is　suflicient　by　THEOREM　1．1　to　prove

that　the　unique　almost　periodic　solutionφ（のis

quasiperiodic　with　periρdsω1，…　，ωη．　If　A∈

Mod（φ），　it　follows　from　the　conclusion　of　THEO－

REM　1．1　that　A∈Mod（A，　f）．　By　THEOREM　2．1　it

can　be　represented　as　A＝2π（nl／ω1十…　十nm／ω加）

for　some　integers　n、，…，nm．　Thus　it　is　concluded

thatφ（t）is　quasiperiodic　with　periodω1，…　，ωm．

§3　Quasiperiodic　Systems　of　Differential

　　　　　　　　　Difference　Equations

　　　We　are　in　a　position　to　obtain　our　main　theorem

concerning　a　system　of　differential　difference　equa－

tions（0．1）defined　on　the　real　line，　whereτis　a

constant．

　　　THEOREM　3．1　Let　D　be　a　bounded　domain　in

Euclidean　space　with　a　norm　l　l．　Assume　that　the

given　function　F（t，　x，　y）　in　（0．1）　is　quasiperiodic

with　periodsω1，＿，ωηin　t　on　the　real　line　and

continuously　differentiable　in（x，　y）on　the．domain

D×D．　Suppose　that　the　system　of　differential

difference　equations（0．1）has　an　approximate　solu－

tion　x＝元（t）quasiperiodic　with　the　same　periods

ω1，＿，ωηlying　in　1）for　any　t　and　satisfying

　　lor死（t）／とdt－F（t，　x－（t），元（t一トτ））1≦　r　　　　　　（3．1）

for　all　t．　Further　suppose　that　there　exist　a　positive

constant　δ，　nonnegative　constants　x　and　μ　and　a

square　matrix　A（t）quasiperiodic　with　the　same

periodsω1，＿，ωm　satisfying　the　conditions　as　fol・

10ws：

（i）

（ii）

（iii）

（iv）

The　linear　system　（1．2）satisfies　an

exponential　dichotomy（1．3），

Dδ＝｛x：lx一死（t）1≦δfor　some　t｝⊂D，

The　relations　lφ（ちx，　y）－A（t）1≦x／M、　and

l●（ちx，y）1≦μhold　for　any　t　on　the　real　line

and　any（κ，　y）in　1）δ×Dδ，

The　relations　x十Mμ＜1and　Mr／（1－x
一ノL4［Pt）≦　δhold．

Hereφ（t，　x，　y）andΨ（ちx，　y）are　Jacobian　matrices

of　the　function　F（t，x，y）with　respect　to　x　and　y

respectively　and〃＝K，／σ1十K，／02，　whereσ1，σ2，　K，

and　K2　are　constants　in（1．3）．　Then　the　given　system

（0．1）has　a　unique　solution　x＝x（t）in　t　on　the　real

line　quasiperiodic　with　the　same　periodsω1，．．．，ωη

lying　in　Dδ，for　any　t．　Moreover　it　satis丘es　the

relation

　　lx（の一死（t）1≦ノ匠ち／（1－x一ノ匠μ）　　　　　　　　　（3．2）

for　all　t　on　the　real　line．

　　　We　shall　give　a　proof　of　this　theorem．　For　the

given　apProximate　solution　x＝死（のwe　denote

that

　　h（t）＝砺（t）／dt－F（ち元（t），元（t＋τ））　（3．3）

It　follows　form（3．1）that　lh（t）1≦rfor　any　t．
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Rewriting　the　relation（3．3），　we　have

　　4元（t）／dt－A（t）死（t）＋［F（t，元（の，元（’＋τ））

　　　　　　　　　　　　－A（t）死（t）十h（t）］　　　　　　　　　（3．4）

Noting　that　the　nonhomogeneous　term　of　the　above

system（3．4）is　quasiperiodic　with　periodsω1，…，

ωη，we　apply　THEOREM　2．3　to　the　system（3．4）and

obtain

牙（t）－1：°eG（ちs）［F（s，元（・），元（・＋・））

　　　　　　　　－A（s）万（s）＋h（s）］dS

where　G（ちs）is　the　Green　function（1．7）．

（3．5）

　　　　To　seek　an　exact　quasiperiodic　solution　to　the

system（0．1），　we　define　an　iterative　process　of　the

form：

　　Xo（t）＝　元（t）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．6）

Xn＋1（t）一∫1°°G（ちs）［F（・，　Xn（s），κn（s＋・））

　　　　　　　　　　－A．（s）κn（s）］dS　　　　　　　　　　　　　　　（3．7）

for　n＝0，1，・…．　We　shall　prove　by　induction　that

this　process　can　be　continued　infinitely　in　the　space

of　quasiperiodic　functions　with　periodsω1，…　，ωm

and　that　the　inequalities

　　ll　un＋1－xnll≦　（x十ノレfμ）nHxi－Xoll　　　　　　　　　　（3，．　8）

and
　　l1Xn＋1一死ll≦　δ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．9）

hold　for　n＝0，1，…　．

　　　In　fact，　the　inequality（3．8）is　evident　for　n＝＝0．

It　follows　from（3．5），（3．6）and（3．7）that

x・（t）－x・（t）一一1二゜°G（ちs）h（s）dS

This　implies　from（1．5）and　the　conditon（iv）that．

　　llX一元ll－llX一X。ll≦（K，／σ1＋K，／σ、）llhll－MllhH

　　　　　　　　≦ノlfr≦（1－x一ノ匠μ）δ＜　δ

This　proves（3．9）for　n＝0．　To　prove　our　statement

by　induction，　let　us　assume　that　the　iterative　func－

tionsκn（りhave　been　well　de丘ned　and　satisfy（3．8）

and（3．9）up　to　n－1．　For　n　we　can　make　xn＋1（t）by

（3．7）and　the　condition（ii）．　It　follows　from（3．7）that

　κ。＋1（t）一κn（t）

－11°°G（ちs）｛F（s，・・（s），Xn（・＋・））

　　　　　　　　－F（s，κ。－1（s），κ。－1（s＋τ））

　　　　　　　　－A（s）［κn（s）一・Xn．1（s）］｝dS

－」二゜°G（ちs）∫’｛［の（s，κn・（・），κn・（s＋・））

　　　　　　　　－A（s）］［κ。（s）一κn．1（s）］

　　　　　　　　＋q（s，x。θ（s），x。θ（s＋τ））

　　　　　　　　［κn（s十τ）一κn－1（s＋τ）］｝4θ傭，　　　　（3．10）

Where　Xne（s）＝κn．1（s）十θ［κn（s）一κn．1（s）｝，0≦θ≦

1．Since　xn（t）andκn－1（の1ie　in　the　domain　Dδfor

any　t　by　the　assumptions　of　induction，　xnθ（のalso

lies　in　the　domain　Dδ’and　then　in　the　domain　D　by

the　condition（ii）．　It　follows　frorh　the　condition（iii）

and　the　conclusion（1．5）of　THEOREM　2．3　that

　　llκη＋1－Unll≦（1（i／σ1十K，／の）（κ／ル1十μ）llκη一Xn＿1‖

　　　　　　　　　　≦（x十Mμ）ll　Un－Xn．111

　　　　　　　　　　≦（x十ルfμ）nllXi－Xo11　　　　　　　　　（3．11）

This　implies　the　relation（3．8）．　Moreover　it　follows

that
　　　　　　　　　　　　　n
　　llκ。＋一死ll＝Σ（x十Mμ）hllX、－Xoll

　　　　　　　　　　　　h＝O
　　　　　　　　　　≦（1－x一ノ14［Pt）11Xi　一　Xo　l｜

　　　　　　　　　　≦ノlfr／／（1－x一ノlfμ）＜　δ

This　proves　the　relation（3．9）．

（3．12）

　　　　Then　we　obtain　an　infinite　sequence｛κn（t）｝in

the　space　of　quasiperiodic　functions　with　periodsω1，

・・ Cω沈by　the　iterative　process（3．6）and（3．7）．　It　is

easy　to　see　from（3．8）and　the　condition（iv）that　the

sequence｛κn（の｝is　uniformly　convergent　to　a　func－

tionκ（t）on　the　real　line．　By　THEOREM　2．2　it　can

be　concluded　that　the　function　x（t）is　quasir）eriodic

with　periodsω1，…，to．　to　the　system（0．1）lying　in　L）δ

and（3．7），　we　have（3．2）and

κω一1二゜°αち・）［F（・，x（・），・（・＋・））

　　　　　　　　－A（s）x（s）］ds

respectively．　The　latter　implies　that

　　dx（t）／dt－A（t）x（り

　　　　　　　　　　　＋［F（ちx（の，x（t＋τ））－A（t）x（の］

　　　　　　　　　－F（ちx（の，x（t＋τ））

Hence　x（t）is　our　desired　solution　quasiperiodic

with　periodsω1，…，伽to　the　system（0．1）lying　in　Dδ

for　any　t　and　satisfying（3．2）．

　　　In　order　to　prove　the　uniqueness　of　quasiper－

iodic　solutions　with　periodsω1，…，a）m　to　the　system

（0ユ）lying　in　1）δfor　anyちwe　consider　another

solution　y（t）with　the　same　properties．　Then　we

have
　　め（t）／dt　・F（ちy（の，　y（t＋τ））

　　　　　　　　　＝A（t）y（t）＋［F（ちy（の，y（’＋τ））

　　　　　　　　　　　一．A（t）y（t）］

and　hence
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y（t）－1二゜°　G（t，　s）［F（s，y（・）・y（s＋・））

一A（s）y（s）］ds

Using　the　relation（1．5）and　the　condition（iii），　we

have
　　11　u－yll≦（x＋MPt）ilκ一yll

by　the　same　arguments　as　those　in　proceeding　from

（3．10）to（3．11）．　It　follows　from　the　condition（iv）that

llx－yll＝0．　This　proves　the　uniqueness　of　solutions

quasiperiodic　with　periodsω1，…，ω沈to　the　given

system（0．1）lying　in　Dδ　for　all　t．　This　completes　the

proof　of　THEOREM　3．1．
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