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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstact

　　Any　switching　function　can　be　realized　by　a　single〃・multithreshold　element（〃・MTE）

having　a　suf巳ciently　Iargeゐ．　However，　if　for　a　certain　switching　function　the　number　of

thresholds　becomes　very　largeゐ，　then　the　practical　realization　of　such〃・MTE　often　presents

serious　di伍culties．　One　alternative　to　this　is　to　realize　the　switching　function　by　aヵ一MTE

network　in　which　each　MTE　hasヵthresholds（カ＜le）．

　　In　this　paper，　a　study　ofρ・MTE　networks　with　different　modes　of　interconnection　has

been　made．　Synthesis　procedures　are　developed　for　a　cascade，　a　2・level　and　a　feedforward

MTE　networks　in　which　each　MTE　has　the　identical　weight　vector　for　the　independent

（input）　variables．

　　The　synthesis　precedure　for　a　switching　function　by　cascadeρ一MTE　network　in　which

each　MTE　may　have　the　different　weight　vector　for　the　inputs　has　also　been　given．　This

procedure　converges　for　realizing　any　switching　function．　Finally，　the　upper　bound　for　the

maximum　number　ofρ一MTE　needed　to　realize　an　arbitrary　n－argument　switching　function

is　shown．
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1．　Introduction

　　Because　they　are　potentially　powerful　logical

elements，　multithreshold　elements（MTE’s）have

recently　received　a　considerable　amount　of　study

in　logical　design　［1・9：］．

　This　paper　is　conecrned　with　a　generalization　of
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　　　　　　　　　　　　　　　　　function　can　be　realized　by　a

single　k・MTE　having　a　su伍ciently　large　le［2・4］．

Then　it　is　called　a　le・multithreshold　function

（fe－MTF）．

　　There　are　a　number　of　techniques　for　synthesizing

agiven　switching　function　by　a　MTE［3，4］．

However，　if　for　a　certain　switching　function　the

number　of　thresholds　become　very　large　le，　then

the　practical　realization　of　such　aゐ・MTE　often

presents　serious　difHculties．　One　alternative　to　this

is　to　realize　the　switching　function　by　a　p・MTE

network　in　which　p　is　smaller　than　le．

　　In　this　paper，　a　study　of　p・MTE　networks　with

different　modes　of　interconection　has　been　made

in　detai1．　Synthesis　pr㏄edures　are　developed　for　a

cascade，　a　2－1evel　and　a　feedforward　MTE　networks

in　which　each　MTE　has　the　identical　weight　vector

the　conventional　networks　of　threshold　elements

（TE，s）in　which　p－thresholds（p＝1，2，…），　rather

than　the　usual　single　threshold　or　3・thresholds

［5］，are　used　to　realize　the　switching　function．

MTE’s　having　this　property　are　called　p－MTE’s

and　networks　of　p・MTE’s　are　calledかMTE

networks．

　　Any　switching
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for　the　independent　（input）　variables（Fig・3）．

　　The　synthesis　of　a　switching　function　by　loop－

free　networks　of　p－MTE，s　is　approached　from　the

point　of　view　of　decomposing　a　single　MTE　reali・

zation　of　the　function　into　the　network．　This

approach　has　previously　been　treated　by　some

researchers　［2，　5］．

　　In　the　present　paper，　we　pay　particular　attention

to　the　synthesis　of　networks　containing　only　p・MTE

and　establish　the　procedure　to　minimize　the　number

of　such　elements　which　are　equivalent　to　a　k－MTE．

Our　synthesis　precedure　appears　to　have　some

advantages　over　recent　ones［2，5］from　points　of

view　of　clearness　and　generality．

　　The　synthesis　procedure　for　a　switching　function

by　cascadeかMTH　network　in　which　each　MTE

may　have　the　different　weight　vector　for　the　input

has　also　been　given．　It　is　shown　that　this　procedure

converges　for　realizing　any　switching　function．

　　Finally，　the　upper　bound　for　the　maximum

number　of　p－MTE　needed　to　realize　an　arbitrary

n・argument　switching　function　is　shown．

　　　　　　　　　　II．　Definitions　and　Nations

　　Ale－MTE　is　speci丘ed　by　an　ordered　set　of

weights　corresponding　to　the　set　of　input　variables

and　an　ordered　set　of為・thresholds．

　　Aゐ一MTE　is　defined　as　follows．

　　　F（ρ）＝z　　iff

　　　　n
　　　　Σw，・Xi（ρ）＞Tl

　　　　i＝1

　　　　　　　　　　　n

or　T2ゴ〉ΣωガXτ（ρ）〉τ2ゴ＋1　　　　　（1）
　　　　　　　　　　i〒1

and

F（ρ）＝Z　　otherwise，

where

　　」F（ρ）：10gical　output　value　of　device　for　vertex

　　　　　　　　ρ，0≦ρ≦2π一1，2∈｛0，1｝．

　　xi（ρ）：the　i・th　logical　input　value　to　device　for

　　　　　　　　vertexρ，　Xi（ρ）∈｛0，1｝．

　　　　wi：weight　of　the　i・th　input，　integer．

　　　　　n：total　number　of　inputs．

　　　T2ゴ：the　2ノ・th　threshold，　a　finite　real　number，

　　　　　　　　1≦∫≦≦［〃／2］．

　　The　weighted　sum

　　　　　n
　　　　Σωz・Xi（ρ）

　　　　i＝1

is　written　as　the　dot　product　W・X（ρ）．

　　The　ordered　set　｛wl，　w2戸・・，　wn：Ti，　T2，…，　T々｝

that　speci丘es　a　k－MTE　will　often　be　denoted　by

｛W：T｝，and　called　the　weight－threshold　vector，

where　W　and　T　is　refered　to　as　the　weight　vector

and　the　threshold　vector，　respectively．

　　The　definition　of　k・MTE　equivalent　to（1）is　also

written　in　the　following　form［4］．

　　　　1ア（ρ）＝z　　　　iff

　　　　　k

　　　　∬｛W・X（ρ）－7「ゴ｝＞O

　　　　j＝1

and

　　　F（ρ）＝＝Z　　　　iff

　　　　　k
　　　　1τ｛1ぽ7・X｛ρ）－Tゴ｝＜0・　　　　　　　　　　　　　　　　　（2）

　　　　j＝1

　　Aswitching　function　that　is　realized　by　a〃・MTE

is　called　k・multithreshold　function（le・MTF）．

　　A〃・MTF　can　be　expressed　as　following　form；

　　　F＝｛1［A］，〈［例｝，

where

　　．4＝（α1，…，ak）：々dimensional　weight　vector　as－

　　　　　　　　　　　　　　　　sociated　with　the　constant（in－

　　　　　　　　　　　　　　　　puts）　1　such　that　aゴ＋1＞aゴ，　1≦ブ

　　　　　　　　　　　　　　　　≦le－1，

and　each　threshold　is　given　as　follows；

T・一噤o雇一ト1・・…ん・

　　Definition　1［5］：Agate　type（Z1，　Z2）of　an

MTE　can　be　defined　forρ1　andρ2　such　that

　　　　W・X（ρ1）＝＝max　W・X（ρ）　iff　Z，＝・F（ρ1）

　　　　　　　　　　　　　　　ρ

and

　　　　W・X（ρ2）＝min　JV・X（ρ）　iff　Z2＝F（ρ2），（3）

　　　　　　　　　　　　　　　ρ

where　　Z1，　Z2∈｛0，1｝．

　　In　this　case，　MTF　can　be　expressed　as　follows；

　　　F－｛W：T：（Z1，　Z2）｝．

　　Definition　2［5］：Two〃・MTE’s，｛W，：Ti：（Z11，

Z12）｝and｛W2：1▼2：（Z21，　Z22）｝，　are　said　to　be　iso・

baric　iff　Wi、＝W2，　Ti一α・1＝T2　and　Z11＝Z21，　Zl2＝

Z22，　whereαis　a　scalar　constant，　I　is　the　unit

vector（le・dimension）and　the　notation　T1一α・∫

represents　the　vector　produced　by　substructingα

to　each　element　of　T1．

　　Definition　3：If　Fl（ρ）＝1　implies　F2（ρ）＝1　for
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allρ，　then　F1⇒F2．　FI　and　F2　are　comparable　if

either　Fl：＞F20r　F2⇒F，．

　　Definition　4：For　two　ordered　sets（vectors），

　　γ＝（Vl，…　，　Vm）　and　σ＝（u1，…　，　Un），　γ＞1アiff

vm＞ul，　where　vゴ〉巧＋1　and　ui＞uz＋1．

　　Suppose　that　we　have　a　standard　procedure　for

numbering　the　elements　in　the　network；e．g．　we

could　adopt　a　left　to　right　convention　as　in　Fig．3．

　　Definition　5：Letらbe　the　output　of　the　元・th

element　in　the　MTE　network　ofグelements，ら＝

0，　1．then　the　ordered　set　（il，　i2，…　，　ら）　is　called

‘‘狽??@state　sequence”of　the　network．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア
　　Definition　6：Let　the　integerΣ2γ一プ・ちcorre・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」＝1

spond　to　a　state　sequence　（．　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　ひ21，　　Z2，・．．，　　tr）．

　　The　distance　between　two　state　seduences　σ1，

…　，　ら）　and　（ii’，…　，ソ’）　can　be　defined　by

　　ア

Σ2「一ゴ（ち一iノ）・

　」＝1

　　　　IIL　Properties　of　CWかMTE　Network8

　　Although　any　arbitrary　switching　function　can

l）erealized　by　a　single　MTE，　network　limitations

frequently　may　make　it　more　desirable　to　realize

the　given　switching　function　with　a　network　of

MTE’s　each　having　the　fewer　number　of　thresh’

01ds．　The　procedure　for　realizing　the　given　swtich－

ing　function　with　a　single　MTE　have　been　treated

by　some　researchers［3，4］．　Hence，　we　may

ldecompose　the　resulting　weight・threshold　vector

into　a　set　of　parameters（weight’threshold　vectors

and　weights　for　functionial　inputs）of　MTE’s　in　a

network．

　　Aconsequence　of　this　decomposition　is　that　every

MTE　in　the　network　has　the　identical　weight

vector　for　the　independent（input）variables　and

the　fewer　number　of　thresholds．　We　call．such

networks　CW　MTE　networks．　In　this　section，　we

assume　that　an　appropriate　weight　vector　and　le．

threshold　vector　are　available　and，　hence，　we　are

primarily　concerned　with　decompositions．

　　In　CW　MTE　network　of夕elements，　the　points

that　change　the　values　of　the　output　function馳Hr

（from　O　to　l　or　from　l　to　O）as　the　values　of　the

excitation「レγ・Xchange・are　called“effective　thresh・

01d（values）in　W・．M，”e．g．　see　Fig．2．　Then　we

say　that　the　network　can　have　these　effective

thresholds　in　W・X　at　the　output　element．

　　Let　us　now　derive　some　properties　of　CW　MTE

networks．　Consider　the　network　of　twoヵ一MTE’s．

［See　Fig．1．］．　Hence，　the　output　element　has　as

inputs，　the　complete　set　of　independent　variables

and　the　function」Hi　which　is　the　output　of　the

first　element．ω12　is　the　weight　associated　with　the

functional　input　from　the　first　elememt　to　the

output　one　as　in　Fig．1．　Then　the　output　function

H2　can　be　given　by　Hl　as　follows；

　　　　H，一｛1［A，］，〈〔助，Hi［ω12］｝

　　　　　　－Hi・｛1［A2一ω12・∬］，〈［W］｝

　　　　　　　　＋Hl・｛1［A2＋ω12・∬］，〈［Wコ｝，　　（4）

where　Hi＝｛1［Ai］，〈［例｝，

Ti－
X｛（量ω／i）・1－A，｝・nd

T・一
�o（碧％／i）・・一（A・一ω12・・）｝・

　　Therefore，　each　function　of（4）can　be　given　as

follows．

　　　　｛1［A1］，〈［助｝一｛W：T、｝，

　　　　｛1［A2一ω12・1］，　〈［刊7］｝＝｛W：T2｝　　and

　　　　｛1［A2十ω12・∬］，〈［仰7］｝＝｛仰7：T2一ω12・1｝　（5）

　　In　the　following，　we　restrict　ourselves　to　networks

ofヵ・MTE’s，　where　p　is　odd．　Each　of　the　threshold

vectors　thus　has　P　components，　i．e．，

　　　　欠ゴ＝｛Tjl，　TJ2，…，　TゴP｝，　　where

　　　T、t＞Tゴi．1　f・ralli・

　　Each　of　p・MTE’s　is　assumed　to　be　of　the（1，0）

type．　Since　the　functional　weightω12　may　be　either

positive　or　negative，　we　can　show　interesting

W

Tl
H，

ω12

w
H2

Fig．1Two　p－MTE　network

　　　　　　　　　　　　　　　：

・・　命6 ●　　・　　・　．　　．

T，　i
　　　　●

Fig．2

・　　●　●　●

T，　　i　T、－t・、2・1
　　　　　　　　●

Output　function　1］ら

wx

一98一



Multi－Threshold　Element　Networks

consequences　on　the　functional　forms　of　the　output

as　follows；

（i）　Considerω12　to　be　positive．

　　If　T2＞T2一ω12・1，　then

　　　　｛1［A，＋ω12・1］，〈［W］｝⊃｛1［A、一ω12・1コ，〈［rv］｝

and　from（4），

　　　H2＝＝｛1［A2一ω、2・幻，〈［W］｝

　　　　　＋｛1［Aiコ，〈［Wコ｝・｛1［A、＋ω、2・∬コ．〈［W］｝．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6）

　　Then　the　output　MTE　have　2p－1　effective　thresh・

01ds　in　W・X　by　properly　selecting　H，　andω12＊．

［See　Foot　note1）］

（ii）　Considerω12　to　be　negative．

　　If　　1▼2一ω12＞7▼2，　　then

　　　｛1［A2一ω12・1］，〈［W］｝⊃｛1［A2＋ω12・1コ，〈［W］｝

and　from（4），

　　　H、一｛1［A，］，〈［W］｝・｛1［A、一ω12・1］，〈［W］｝

　　　　　　　　＋｛1［A2＋ω12・∬］，〈［醐｝，　　　（7）

where

　　　　｛1［A1］，〈［W］｝一｛W：Ti：（0，1）｝，｛1［A2一ω12・

　　　1］，　〈［靭γ］｝＝｛W：T2｝　and　｛1［42十ω12・1］，

　　　　〈［W］｝＝｛π：T2一ω12・1｝．

　　If　　T2＜T1＜T2一ω12・1，　　then

　　H2＝｛仰7：T2一ω12・1，　Ti，　T2｝，　i．e．，　the　output

element　can　have　at　most　3p　effective　thresholds

inW・X．

　　We　can　show　the　output　function　H2　vs．　the

independent－variables　excitation　IV・X　as　in　Fig．2．

　　This　points　out　the　advantage　of　using　negative

functional　weights　over　positive　ones　from　points

of　view　of　the　number　of　effective　thresholds．

Therefore，　in　this　section，　we　shall　restrict　our

discussion　to　negative　functional　weights．

　　［A］Ca8cade　CW　p・MTE　Network

　　Let　us　consider　the　cascade　CWかMTE　network

of　le　p・MTE’s［Fig．3（a）］，　in　which　the　i・th　MTE

has　as　inputs，　the　complete　set　of　independent　n

＊Foot　note1）

　　In　the　following　condition，　we　can　have　at

most（2p－1）effective　thresholds：

　　Let　hi＝｛1り7：T12，…　，　Tlp｝　　and

　　　　　　h2　＝＝｛W：T22，…，T・P｝

such　that　　　hl・h2＝O．

　　If　T21一ω12＜Tip，　then　τ2一ω12・1＜7▼1．

　　In　this　case，　（2P－1）　effective　thresholds　are

｛T12，…　，　Tip｝，　｛T22，…　，　T2P｝　and　T，1（or　T21）．

variables　and　a　function　Ht－1，　where　the　functional

weightsωゴ，ゴ＋1’s　are　all　negative・

　　The　output　of　this　network，　H，，　is　given　by

　　　H，一｛1［A，］，〈［酬，H，．1［（Ol、．．1，k］｝，　　（8）

where　」Hj＝｛1［ピ4ゴ］，〈［げ］，　Hゴー1［ωプー1，ゴ］｝，

　　　　　　1≦∫≦K－1．

　　∠4j：weight　vector　of　element／associated　with

the　constant　（inputs）　1．

　　Let　us　assume　the　following　inequalities　between

／1／sandωゴ＿1，ノs・

（a）Cascade　CW　p・MTE　network

　　　X
　　　u

ω1κw

ω2κ

ω允＿lte

（b）2・1evel　CW　p－MTE　network

一’

　　　　　1　；

（c）Feedforward　CW　p－MTE　network

　　　　　　　　　　　　　Fig．3
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　　　　．41e　一　tOk．1，k・1＞A々．一ωカー2，le．、・1＞…＞A2一ω、2・1

　　　　　　＞Ai＞A2十ω12・1

　　　　」［3十ω23・1＞…〉ノlk＿1十ω々＿2，k＿1・1

　　　　　　＞A々十ω々＿1，k・1．　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）

　　From　eq．（g）the　following　ordered　relation　can

be　derived，

　　　　T々＜T々＿1＜1▼々＿2〈…＜T2＜欠1＜欠2一ω12・1＜T3

　　　　一ω23・1＜…1▼k＿1－tOle＿2，le＿1・1＜T々－tOk＿1，ピ∬，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ao）

where

7・一
氏o（、＃、　Wt）・∬一（A・一ω・－1・…）｝・1≦元≦K・

　　The　output　functional　form　of　Hk　can　be　berived

from（g）or¢g　because　all　output　functions　H／s　of

p・MTE’sare　comparable：（See　Appendix）．

　　　i）　　1（is　odd，

　　　　　　　　k十1／2　　　　　　　　　　　　　　　＿

　　　　H、一Σ｛F、」．1・F，ゴ＋G，、．1・G、」｝．　　⑪
　　　　　　　　」＝1

　　ii）　1（is　even，

　　　　　　　　k／2

　　　　H々一Σ｛F2ゴ・万2ゴ．1＋G2プG2j．1｝，　　　02）
　　　　　　　　ゴ＝1

where　　Fj＝｛1［，4」一ωプー1，ゴ・∬］，〈［▽コ｝，

　　　　Gゴ＝｛1［Aj十ωゴー1，プ1］，〈［W］｝　and　G々＋1＝1．

　　Equation⑪is　proved　in　the　Appendix．　From

equation⑪or⑫Theorem　l　can　be　derived．

　　Theorem　1：Acascade　CW　network　of　Kヵ’

MTE’s　can　have　at　mostか（2K－1）effective　thresh・

01ds　in　W・X　at　the　output　element，　if　ordered

relations　（lg　are　satisfied．

　　All　p・（2K・1）effective　thresholds　are　not　inde－

pendent，　e．　g．，　if　all　effective　thresholds　of　Tk　and

Tle－1　are　assigned　to　some　values，　then　both　all

one，s　of　7▼le－tok．．1，k・I　and　Tk＿1－cole＿2，le＿1・」r　can　not

be　assigned　to　arbitrary　　values，　independently．

［See　Fig．4］．

　　［B］Two－Level　CWかMTE　Network

　　Let　us　consider　the　two－1evel　CW　p・MTE　network

of　KヵMTE’s［Fig．3（b）］．　In　the　first　level　of　the

network　eachかMTE　has　as　inputs，　the　complete

Hk

・　　．　　．

●　　・　　，

・・M一 、　　．　　． ．　　　●　　　●
1・… wx

　　T，　T，　i　T，　－t・、2・li　T，一ω23・∬；°□’・｛TEω。．、，，、・I

Fi9．40utput　function　H，　of　cascade　CW

　　　　　　かMTE　network

set　of　independent　n－variables，　generating　　the

function　Hプ，」＝1，2，…，　K＿1，　and　deriving　　the

second　leve1．　In　the　second　level　single　（output）

p－MTE　has　as　inputs，　the　complete　set　of　inde・

pendent〃・variables　and　the　complete　set　of　the

functionぱ，s，｜」＝1，2，…，1（－1，　and　generates　the

function・H，．

　　The　output　function　H，　is　given　by

　　　　H、一｛1［Ale］，〈［酬，　H、［t・lk］，…，　H、．1［ω、．1，le］｝，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⑬

where　　Hゴ＝｛1［Aj］，〈［W］｝，1≦元≦1（－1．

　　Let　us　assume　the　following　inequalities　of．4／s

of　p・MTE，s　in　the　first　leve1，

　　　　Ale．1＞Ak．2＞…〉．4、．　　　　　　　⑭

　　This　implies　that

　　　　H，－1⊃H，－2⊃…⊃H1．

　　Furthermore，1et　us　assume　the　following　ine－

qualities　of　parameters，

　　　　　　　　　克一1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゐ一2

　　　　Al、一（Σ　co．、k）・∬＞Ak．1＞ムー（Σ　（Dil、－c・1、－1，、）・∬

　　　　　　　　　ゴ＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

　　　　＞Ak－2＞…〉為

　　　　　　　　　ゴー1　　　　虎一1
　　　　A・一（Σω偽一Σωτ々i＝1　　　ゴ＝」）’1＞A・一・〉’”＞A，＞Ale

　　　　　　　k－1

　　　　＋（Σω、、）・1．　　　　　　　　⑮
　　　　　　　i＝1

　　From陶the　following　ordered　relation　can　be

derived，

　　　　T・くTk－・＜T・・一・t・k－1，ピ1＜T・一・＜…＜T」＜Tle

　　　　　　　ゴ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k－1
　　　　－（Σ　a）ile）・∬＜Tゴ．1＜…Ti＜欠戸（Σω、、）・∬，

　　　　　　　i＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　聞

where　T・－S｛（Σw，i＝1）・・一（A・一誓ω・ピ∬）｝

and　T・一†｛（］z］　w，i＝1）・・－A」｝，1≦巡一1．

　　The　output　functional　form　of　Hk　can　be　given

from　aS）and⑯because　of　the　comparability　of

かMTF’s，

　　　　　　　　k－1＿

　　　H庁ΣHゴ・｛1［▲一αプ∬］，〈［醐｝，　　⑰
　　　　　　　　ゴ＝0

Hκ

■　　■　　　． ・　　　・　　　． ：…　　’ ‘‘　　恥　　． wx
T・一（’ω一＋ω・一・，・）・IT・一・i…’lT・i・T，一（量1ω、。）．1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝1

　　　　Fig・50utput　function　H，　of　2－level　CW

　　　　　　　　　　　p’MTE　network
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　　　　　　　　　　　　　ブ　　　　　k－1

where　α」＝Σωほ一Σ（L）ile，
　　　　　　　　　　　　　‘＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ」＋1

　　　　H，＝｛1［4」］，〈［ルγ］｝and　Ho＝1．［See　Fig．5］．

　　From　equation⑰Theorem　2　can　be　derived．

　　Theorem　2：Atwo－level　CW　network　of　Kヵ’

MTE’s　can　have　at　mostヵ・（2、K－1）effective

thresholds　in　W・X　at　the　output　element，　if　ordered

relations　（16）is　satisfied．

　　All　p・（21（－1）effective　thresholds　are　not　inde・

pendent　as　in　the　case　of　the　cascade　network．

　　［C］Feedforward　CW　p・MTE　Network

　　Ageneralized　feedforward　network　configuration

of　1（CWヵ一MTE’s　is　shown　in　Fig．3（c）．　The　i－th

element　is　aかMTE　having　as　inputs，　the　complete

set　of　independent　variables　and　the　complete　set

of　H；s，　where　H」is　the　output　function　of　the

元・th　element，元＝1，2，…，‘－1．

　　First，1et　us　enumerate　the　effective　thresholds

realizable　by　the　general　feedforward　network．

　　Theorem　3：Afeedforward　CW　network　of五

ヵ一MTE’s　can　have　at　mostヵ・（21e－1）　effective

threholds　in　W・X　at　the　output　element．

　　Proof：There　exist　at　most　2γstate　sequences

in　the　network　ofγCWかMTE’s．　First，1et　them

be　ordered　such　that　the　distance　between　each

adjacent　state　sequences　is　l　i．e．　order　from（0，0，

…，0）to（1，1，…，1），so　that　the　dicimal　numbers，

Σ2「一ゴ・ち，corresponding　to　the　state　sequences
j－1

σ1，i2，…，ir）are　increased　from　O　to　2γ一1　as　W・X

increases，ら一・0，1・

　　In　genera1，　（ゴ1，　i2，…，　im＿1，　im＝・O，1，…，　iγ＝1）

and　（i1，　i2，…　，　im＿1，　im＝1，0，…　，　ir』0）　are　such

adjacent　state　sequences，　where　m　is　the　minimum

number　such　that　im　changes　from　O　to　l　as　W・X

increases，　1≦g〃1≦夕．　［If　〃z＝夕，　then　these　state

sequences　are　（ゴ1，　‘2，…　，ir＿1，　iγ＝0）　and　（i1，　i2，…　，

i。．1，i。－1）．］．

　　Next，　correspond　theカ・diniensional　vector，　Tm－

（Σω伽）・1，to　the　pair　of　these　adjacent　state
　i∈M

sequences，　where　Tm　is　the　threshold　vector　of　the

m・th　element　and　Mis　the　set　ofら’s　such　that

ち＝1，1≦ノ≦〃2－1．［Fig．6．（a）コ．

　　Then　it　can　be　proved　that　there　exist　following

ordered　relations　of（2γ一1）p・simensional　vectors．

（ii，……，　im．－1，　i・．＝0，1，……，　i，－1－1）（ii，……，・iml・．1，・i。・＝1，0，……，・i、－t＝O）

Fig．6（a）

巳：，

State

vector

　　　　●

　Tm’一（Σωim’）・1

　　　　　‘∈M

sequences　and　corresponding

　　　　　T・・一（，Σ・一）・・；礼一（Σ・’・）・・T・子（Σ…－1）：i－「ぼ

　Fig．6（b）　Output　function　HH　of　feedforward

　　　　　　　　　　　CWかMTE　network

　　　　　　　　　　　　　　　　　アー1

　　　Tr＜…＜T。一（Σωτ。）ゾ＜Tm’一（Σω加’）・1＜
　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ∈M’　　　　　　　　　i∈M’
　　　　　　　　　　　　　　　〆≒7π’十1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7－1

　　　T。一（Σωτ。）・∬＜…T。一（Σωの・∬，
　　　　　　　　i∈｛ハ4㌧m’｝　　　　　　　　　　　ゴ＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（18a）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　γ一1

where　1≦勿’≦夕一1　andΣ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i∈M’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝mt十1

　　　　　　　　　　　　　　　r－1

means　Σ＋Σ
　　　　　　　　1∈M’i＝m’十1

　　The　su伍cient　condition　holding　the　ordered

relations（18a）is　given　as　follows．

　　Assume　　ωゆ一CDiq，1≦ゴ≦γ一1，1≦カ，　q≦7．

　　Then，　if（18b）holds　for　each　〃〆　（〃〆＝1，2，…，

グー1），　（18a）　holds．

　　　　　　　　　アー1

　　　　τ。一（Σ（Oir）・1＜Tm’＜Tγ一鋤’，・1．（18b）
　　　　　　　　i＝mt十1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7－1

　　Selecting　ω励〈Σωτγ，（18b）holds．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝m「十1

　　Therefore（18a）holds．

　　Next，1et　us　prove　that　all　components　of　these

coroespondingヵ・dimensional　vectors　are　effective

thresholds　by　the　induction　on　the　number　of

elements．

　　It　is　obvious　that　the　theorem　holds　for　r＝1，

since　a　singleヵ一MTE　hasク・thresholds．

　　Assume　that　all　components　of　（2々－1－1）　か

dimensional　vectors　are　effective　thresholds　for

夕＝K－1．［See　Fig．6（b）］．　By　assumption　we　have

following　relations　between　state　sequences（ii，ゼ2．

…，　ik＿1），　W・X（ρ）　and　effective　thresholds・

　　　　　　　　　　　　k－2
　　　　T，．1，グ（Σ（Oik－1）〉研・叉（ρ）＜Th－1，P－1

　　　　　　　　　　　1∈≡M’
　　　　　　　　　　　ゴ＝7π’十1

　　　　　　　k－2
　　　　－（Σ（Oik．、）

　　　　　　　i∈M’
　　　　　　i＝mt十1

　　　　⇒　（il，　i2，’”，ゴ7〆－1，㍍π’＝0，　1，…　，　1，　ik＿1＝1），
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　　　　　　　　　　　　　　た　　
　　　　丁為．1，P－一（Σ　　　　　　　　　　　　　　　　　（Oile＿1）＜旧γ・X（ρ）＜τ是＿1，P＿2

　　　　　　　　　　　　　∫∈M’
　　　　　　　　　　　　　‘＝卿’十1

　　　　　　　え　　

　　　　一（Σω挽．1）
　　　　　　∠∈M’
　　　　　輌引π’十1

　　　　⇒（ゴ1，ゴ2，…，ゴ〃－1，‘〃－0，1，…，1，ile．1－0），

　　　　　　　　　　　　k　　
　　　　丁鳶．1，一（Σ（Oik．1）＜膓ア・X（ρ）＜丁卿’♪

　　　　　　　　　　　‘∈M’
　　　　　　　　　　　‘＝彿ノ十1

　　　　－（Σω伽’）

　　　　　　∠∈M’

　　　　⇒（ゴ、，ゴ2，…，im’－1，　im’－0，1，…，1，　ile．、＝1）．

　　　　丁勉’P－（Σ　　　　　　　　　　　　　ω油’）＜w・x（ρ）＜丁殉一・

　　　　　　　　　　i∈ルf’

　　　　一（ΣtOim’）
　　　　　　輌∈M’

　　　　⇒（ゴ、，ゴ2，…，‘鵬L1，ゴ解’－1，0，…，0，　ik．1－0），

　　　　Tm’1－（Σω吻’）＜研・X（ρ）＜τ為．1，幻

　　　　　　　　　　‘∈M’

　　　　一（Σ　ωほ．1）
　　　　　　ゴ∈｛M’，解’｝

　　　　⇒（ゴ1，ゴ2，…，im’－1，　im’＝1，0，…，0，　ik．1－0）．

　　　　Tle．1，グ（Σ　　　　　　　　　　　　　　　　　tOik＿1）＜レγ・X（ρ）＜T々＿1，P＿1

　　　　　　　　　　　‘∈｛Mttm’｝

　　　　一（Σ　（Oik．、）
　　　　　　i∈｛M～m’｝

　　　　⇒（‘1，ゴ2，…，ゴ初に1，im’＝1，0，…，0，　ik－1－1），

　　　　　　　　　　　　　　Σωτ々．1）＜W・X（ρ）＜Tk．1，忽．2　　　T、．1，，．、一（

　　　　　　　　　　　　i∈｛ルT㌧解’｝

　　　　一（Σ　ω姻）
　　　　　　‘∈｛M’，m’｝

　　　　⇒（ゴ1，ゴ2，…，im’－1，　im’－1，0，…，0，　ile．1＝0）．

　　　　　　…

and　so　on．

　　In　case　ofγ＝K，　we　can　obtain　the　following

ordered　relations　ofヵ・dimensional　vectors　by（18a）．

　　　　…’〈T、．一（封ω、、．、）．∬＜τ、一（冒ω、、）．∬

　　　　　　　　　　　　　　i∈M’　　　　　　　　　　　　ゴ∈…M’
　　　　　　　　　　　　　』坑’＋1　　　　　　　　i＝〃t’＋1

　　　　＜丁仇’一（Σω伽’）・∬＜欠仁（Σ　tOile）・∬
　　　　　　　　　　　≡M’　　　　　　　　　　∠∈｛M～7〆｝

　　　　＜丁為．一（Σ　ω偽．1）・1＜…．．　　（18c）
　　　　　　　　　　　た｛M’，卿’｝

　　In　this　case　there　exist　2々－10rderedρ’dimen・

sional　vectors　in　（18c）．

　　Now，　let　us　show　that　all　components　of　these

vectors　are　effective　thresholds．

　　　　　　　　　　　　　　　ほ　　

　　If　T，．1，戸（Σ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　COik．、）＜w・x（ρ）＜T、．、，ρ一、

　　　　　　　　　　　　　　　i∈…M’
　　　　　　　　　　　　　　i＝m’＝1

　　　　　　　　　　　ゐ　　

　　　　　　　一（ΣtUik。1）
　　　　　　　　　　輌∈M’
　　　　　　　　　i＝郷’十1

then　by　the　assumption　of　the　induction，　the　state

sequence　of　夕＝、κ一1　is　（ゴ1，　ゴ2，…　，　im，＿1，　‘仇，＝0，1，

…，1，ら．、－1）．Hence　ik－0，　since

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　鳶一1

　　　Tleρ〉▽・X（ρ）十（Σω乞々），［from（18c）］．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘∈M’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝mr十1

　　　　　　　　　　　　　　　　　ゐ　　

　　If　T々．1，P．一（Σ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω滴＿1）〈防7・X（ρ）＜T々＿1，P＿1

　　　　　　　　　　　　　　　　‘∈M’
　　　　　　　　　　　　　　　‘＝m’十1

　　　　　　　　　　　k　　
　　　　　　　一（ΣtOik．、）
　　　　　　　　　　‘∈ルf’
　　　　　　　　　　£＝m’十l

then　by　the　assumption　of　the　induction，　the　state

sequence　of　γ＝1（－1　is（ii，ゴ2，…　im’＿1，　im’＝0，1，…　，

1，‘尾．1＝0）．

　　Since　following　ordered　relation　is　obtained　by

the　procedure　of　（18a），

　　　　　　　　　克一2　　　　　　　　　　　　　　　　　ゐ一2

　　　丁仁（Σωる鳶）・∬＜T、．一（ΣtOile．1）・1，
　　　　　　　　たM’　　　　　　　　　　　　　i∈M’
　　　　　　　　i＝m’＋1　　　　　　　　　i＝〃〆÷1

　　i・e・　　　〃〆＝1（－1　　in　（18a），

　、　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k－2

　　we　have　Tkl＜▽・X（ρ）十（Σ（Oik）．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i∈M’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝m’十1

　　So，　　　ik＝1．

　　　　　　　　　　　　　　　あ　　

　　If　T々－1，1－（Σ（Oik．1）＜W・X（ρ）〈T々，　P
　　　　　　　　　　　　　　　i∈M’
　　　　　　　　　　　　　　‘＝糀’十1

　　　　　　　　　　　k　　

　　　　　　　一（Σ　ω‘ヵ）

　　　　　　　　　　‘∈M’
　　　　　　　　　　iご7π’十1

then　by　the　assumption　of　the　induction，　the　state

sequence　of　夕＝κ一1　is　（ゴ1，　ゴ2，…　，　im’＿1，　im’＝0，1，

…，1，ゴ為．1＝1）．

　　Hence　　ゴ盈＝0，　　since

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　た　ユ

　　　T，，ρ〉▽・X（ρ）十（ΣCOik），［from（18c）］．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　i∈M’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘＝m’十1

　　　　　　　　　　　　　　ほ　　

　　If　Tle，仁（Σ　　　　　　　　　　　　　　　　　tOile）＜W・X（ρ）＜Tk，ρ＿1

　　　　　　　　　　　　　‘∈M’
　　　　　　　　　　　　　ゴ＝m’十1

　　　　　　　　　　　ル　　

　　　　　　　一（Σ　tOik）

　　　　　　　　　　i∈M’
　　　　　　　　　i＝m’十1

then　by　the　assumption　of　the　induction，　the　state

sequence　of　グ＝1（－1　is　（il，　i2，…　，　imt－1，　im’＝0，　1，

…，1，ゴ々－1＝1）．Henceら＝1．
　　　　…

　　　　　　　　　　　　　ゐ　ユ

　　If　Tk，1－（Σωτ々）＜W・X（ρ）＜T〃，　P
　　　　　　　　　　　　i∈M’
　　　　　　　　　　　　‘＝m’十1

　　　　　　　－（Σω‘の
　　　　　　　　　　‘eルf’

then　by　the　assumption　of　the　induction，　the　state

sequence　of　グ＝・K－1　is　（ゴ1，　‘2，　…　，　imL1，　ゴ卿’＝0，

1，…，1，ゴ々＿1＝1）．Henceゴ々＝1．

　　If　Tm～ρ一（Σ　　　　　　　　　　　　　　　　　伽’）＜w・x（ρ）＜Tm～P－・

　　　　　　　　　　　　　‘∈ルf「

　　　　　　　一（Σ（Dim’）

　　　　　　　　　《∈M’
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じ．．．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，’”一ラ
T・一・一（Σ・・－1）・・…距（Σ…）・・…互Σ。謡TF（Σ・・）・・IT－（Σ・一）・・wx

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　元∈M’

then　by　the　assumption　of　the　induction，　the　state

sequence　of　夕＝1（－1　is　（ゴ1，　ゴ2，…　，　imt＿1，　imr＝1，0，

…，0，ile．1－0）．

　　Since　following　ordered　relation　is　obtained　by

the　procedure　of　（18a），

　　　Tmr－（Σω加り・1〈τ仁（Σ（Oik）・∬，
　　　　　　　　　i∈M∫　　　　　　　　　　i∈｛M’，加’｝

　　　　ik＝0．

　　If　Tmr，P－1－（Σ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　鋤’）＜w・x（ρ）〈7’々－2

　　　　　　　　　　　　　　　‘∈M’

　　　　　　　一（Σω鋤’）
　　　　　　　　　　ゴ∈M’

then　by　the　assumption　of　the　induction，　the　state

sequence　of　プ＝1（－1　is　（づ1，　‘2，…　，　im’＿1，　im’＝0，　1，

…，1，ち．1－1）．

　　　　　　　　　　　　　　　　虎一1

　　Since　T仁（Σωz々）・1＜欠功’一（Σω栖’）・1，
　　　　　　　　　　　　　　　i∈M’　　　　　　　　　　　ゴ∈M’
　　　　　　　　　　　　　　i＝m「十1

　　　　ila＝1．

　　　　…

　　If　Tm’，1－（Σω伽’）＜W・X（ρ）＜Tk，P
　　　　　　　　　　　　　　i∈M’

　　　　　　　一（　Σ　ωτD
　　　　　　　　　‘∈｛M’，m’｝

then　by　the　assumption　of　the　induction，　the　state

sequence　of　夕＝＝1（－1　is　（ゴ1，　i2，・一，　ゴmL1，　im，＝1，　0，

…，0，ら一1＝0）．　Henceゴ々＝0．

　　If　Tle，P－（Σ（Oile）＜研・X（ρ）〈Tle，ρ．1
　　　　　　　　　　　　　i∈｛IVI　f，　m’｝

　　　　　　　一（　Σ　COile）
　　　　　　　　　‘∈｛ハ4’，〃｝

then　by　the　assumption　of　the　induction，　the　state

sequence　of　夕＝・K－1　is　（ゴ1，　i2，　…　，　im’＿1，　im’＝1，

0，…，0，ik．、－0）．　Hence　ik－1．

　　　　…

　　If　Tle，2－（Σ　（Oile）＜W・X（ρ）＜T々，　l
　　　　　　　　　　　　i∈｛Mtl　m’｝

　　　　　　　一（　Σ　（Oik）
　　　　　　　　　　‘∈｛M’，7〆｝

then　by　the　assumption　of　the　induction，　the　state

sequence　is　（ii，　‘2，　．・・，　im’－1，　im，＝1，0，…　，0，ら＿1

－0）．Henceら＝0・

　　If　Tk，1－（Σ　ω偽）＜W・X（ρ）
　　　　　　　　　　　　i∈｛ルlt）m’｝

　　　　　　　＜丁丘．1，一（Σ　ω励．1）
　　　　　　　　　　　　　　　‘∈｛M’，m「｝

then　by　the　assumption　of　the　induction，　the　state

sequence　is　（‘1，　i2，　．・・，　imLl，　im，＝1，0，…　，0，　‘々＿1

＝0）．Henceら一1．

Fig．7　0utput
function　　H，　of

feedforword　CW
かMTE　network

　　It　can　be　also　proved　that　all　components　of　Tk－1

－（Σ（c）ik．1）・∬are　effective　thresholds．
　　i∈｛M㌧”｝

　　Therefore，　it　has　been　proved　that　for　any

m’ i1≦〃≦1（－2）all　components　ofヵ一dimensional

vectors　in（18c）are　effective　thresholds．［See　Fig．

7］．

　　Since，　in　case　of夕＝1（，　the　number　of　theseか

dimensional　vectors　is　2k－1，　the　total　number　of

effective　thresholds　is　P・（2k－1）．

　　This　completes　the　proof．　　　　　　（Q．E．D．）

　　Example：Construct　effective　thresholds　for　the

network　of　three♪・MTE’s．

　　In　the　case　of　twoヵ一MTE，s，　the　effective　thresh・

01d　vectors　have　been　given　as　follows：

　　　［T2，欠1，τ2一ω12・1］．　　［See　Fig・2］・

　　The　following　ordered　effective　threshold　vectors

are　constructed　by　the　procedure　mentioned　above．

　　　［T3，　T2，　T3一ω23・∬，　Tl，欠3一ω13・1，　T2一ω12・

　　　1，T3－（ω13＋ω23）・∬コ．

　　In　the　case　of　fourヵ一MTE’s，　ordered　effective

threshold　vectors　are　given　as　follows．

　　　［T，，7’3，T4一ω34・1，　T2，　T4一ω24・1，　T3一ω23・

　　　∬，7▼4－（ω24＋ω34）・∬，Tl，74一ω14・∬，　T3一ω13・

　　　1，T4－（ω、、＋ω34）・∬，T2一ω12・∬，T4－（ω、、＋ω2、）・

　　　　∬，T3－（ω13＋ω23）・∬，　T4－（ω、4＋ω24＋ω34）・∬］

　　The　next　step　is　to　consider　the　decrease　of　the

number　of　effective　thresholds　when　the　ordered

relation　of（18c）does　not　hold，　where　m’＝1，2

…，K－1．　Two　cases　are　considered　as　follows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k－1

1）Tm’一（Σ（Oimt）・1＜T，一（Σ（Oile）・∬
　　　　　　　　　i∈M「　　　　　　　　　　　i∈M’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝mt十1

　　　　＜Tle－（Σ　（Oile）・1・
　　　　　　　　　　i∈｛ルt’，mt｝

　　If　W・X（ρ）＜Tm，戸ΣcDimtt　then　the　state
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i∈M’

sequences　is　（ii，　…　，　im，＿1，　im，＝0，1，…　，1，　ile＝0），

ifT・’・一 �C㌦’＜W’X（・）＜T・’p－・一具，c…’・

then　the　state　sequence　is　（ii，…，　im’＿1，　ゴ〃〆＝1，

0，…，0，i，＝O）and　so　on．　Therefore，　all　com－

ponents　of　T仇’一（Σcoim，）・1　are　not　effective
　　　　　　　　　　　　　　　　i∈M’
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thresholds．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k　ユ

IfT・「・一 ﾇ⊆’＜聡（・）＜Tぽ、。忍，c・・h・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝m’十1

then　the　state　sequence　is　（ii，　…　，　im，＿1，‘〃＝1，0，

…，0，ら一〇），

　　　　　　　　　　　虎一1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＿1

ifT…忌，ω・・＜聡（・）＜T・〔蕊，ω油
　　　　　　　　　　i＝揚’＋1　　　　　　　　　　　ど＝〃∂＋1

then　the　state　sequence　is　（ii，　…　，　ゴ抗L1，　imt＝1，

0，　…　，0，　ile＝0），　since

　　W・X（ρ）＜7「fap一Σa）ile，　and　so　on．
　　　　　　　　　　　　　　　　i∈｛M’．m｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　た一1

　　Therefore，　all　components　of欠ヵ一（Σω乞k）・1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ∈M’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘；m’十1

are　not　effective　thresholds．

　　In　particular，　if　toip＝ω句，　1≦i≦K－1，，1≦ク，　q

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k　　

≦1（，then　Tmr＜τ亡（ΣCt）ile）・1．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i∈M’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i＝m「十1

　　Since　this　relation　holds　independently　of　the　set

M’and　the　number　of　threshold　vectors　has　been

2m－1，　where　m＝1，2，…，K，　the　number　of　effective

thresholds　turns　out　to　be

　　　　P・｛（2々－1）－2・2m－1｝．

　　Denoting　by／the　set　of　such　m’s　the　number

of　effective　thresholds　is　given　as　follows．

　　　　ρ・｛（2々－1）－2Σ　2M－1｝．　　　　　　⑲
　　　　　　　　　　　　　　　　m∈」

　　　　　　　　　　虎一1

2）τ、一（Σte、k）・1＜T、一（Σωτ、）・∬
　　　　　　　　　　‘∈M’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i∈｛ルt’，m’｝

　　　　　　　　　i＝m’十1

　　　　＜Tm’一（Σω伽’）・1．
　　　　　　　　　　　　i∈ルf’

　　Then　it　can　also　be　proved　as　in　1）　that　all

components　of　T々一（ΣcoiP）・1　and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ∈｛M’，m’｝

Tmt＿（Σω伽，）・∬are　not　effective　thresholds．
　　　　　　‘∈ルf’

　　The　number　of　effective　thresholds　is　same　in

the　case　of　1）．　From　two　cases，　the　following

theorem　is　derived．

　　Theorem　4　：If　the　thresholds　of　each　elements

and　weights　for　the　functional　inputs　are　varied

in　feedforward　CW　p・MTE　network，　the　number

of　generated　effective　thresholds　can　be　any　form

Hκ

Tρ（2κ一1）　　　　　　　　　　　　　　　　　T3iT2　i十1　Ti2nWX

Fig．8　Aspect　of　output　function　of　cascade

　　　　　　（or　2・level）CW　p・MTE　network

ofか（2s－1），　where　s＝1，2，…，2h－1，　and　K　is

the　number　of　elements．

　　　　　IV．　Capability　of　CWかMTE　Networks

　　This　section　considers　the　relation　between　the

number　of　elements　K　of　a　CW　p－MTE　network

and　the　number　of　synthesized　n・argument　switch・

ing　functions，　assuming　that　the　thresholds　and

weights　for　the　functional　inputs　of　all　elements

are　variable．

　　Let　the　weight　vector　be　called　the　canonical

weight　vector　such　that　the　weight　for　xi　is　2i－1，

i－1，…，〃．

　　Lemma　1［10］：The　number　of　different　functions

realized　by　changing　the　threshold　of　a　single

threshold　element（1・MTE）but　keeping　the　weights

of　the〃variable　inputs　fixed　is　not　greater　than

2n十1，　including　the　two　functions　that　are　iden－

tically　l　and　O．

　　The　following　theorems　can　be　drived　by　the

definition　of　the　canonical　weight　vector　and　Lemma

1．

　　Theorem　5　：If　the　threshold　vectors　and　the

weights　for　the　functional　inputs　ofヵ・MTE’s　in

cascade　or　2・level　CWヵ一MTE　network　are　varied，

then　the　number、Rle（n）of　n－argument　switching

functions　synthesized　is　given　as　follows：

R・・n・≦・n＋1＋2 ﾜ1〆2文書’／2（2／1、）・（2・一の・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⑳

where　1（is　the　number　of　elements．

　　Proof：When　the　value　of　W・X（ρ）is　different

for　everyρ，　for　example　by　using　canonical　weight

vector，　these　values　can　be　enumerated　as　1，2，…，

2n　in　increasing　order　in　W・X．

　　In　a　cascade　oratwo－1evel　network　of　K　CW

p－MTE’s，　the　same　maximum　number　of　effective

thresholds　apPears，　and　th’ese　can　also　be　enu．

merated　as　in　Eig．8．

　　Assume　that　T2　is　fixed　such　that　i≦T2≦ゴ十1

and　every　Ti，　such　that　Ti≦T2，　is　fixed　and　vary’

ing　T1，　then　we　obtain　（2n一り　pattern　of　H々．

Fixingτ1　and　T2，　and　varying　（2ノー1）effective

・h・e・h・1d・T・・T・・…・T…1，　w・・b・・i・（2／zl　i）
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｜

H，＝F

　　　　　　　　　Fig．　g　Cascadeρ・MTE　network

・・tt・・n・・田・・Th・・ef・・e・（2み）・（2n一りdifferen・

patterns　of　H々are　obtained　for　some　i，　where

1≦元≦［i十1／2］　and　also　1≦元三≦ク・（2〃－1）－1／2．

　　Since　each　pattern　corresponds　to　a　switching，

f皿ction，　the　number　of　pattern　obtained　is　equal

to　the　number　of　switching　functions．　Since　all

generated　effective　thresholds　are　not　independent，

the　upPer　bound　for」Rk（n｝is　only　given　（if　ρ＝1，

then　the　equality　holds［6］）．　　　　　（Q．E．D．）

　　Theorem　6：If　the　threshold　vectors　and　the

weights　for　the　functional　input　ofヵ・MTE’s　in

feedforward　CW　p－MTE　network　are　varied，　then

the　number　Rle（n）’of　n－argument　switching　functions

synthesized　is　given　as　follows：

R・ω’≦2・＋1＋2 s1ρ（2噛一1／2（2∫こ1）・（2・一の・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⑳

where　1（is　the　number　of　elements．

　　This　theorem　can　be　proved　in　the　same　way　as

Theorem　5　using　the　fact　that　the　maximum　number

of　effective　thresholds　in　the　feedforward　network

of　K　CW　p・MTE’s　is　at　mostか（21e－1）．

　　　V．Synthesis　of　CascadeかMTE　Network

　　In　this　section　we　show　an　algorithm　for　realiz・

ing　the　given　switching　function　by　a　cascade　p・

MTE　network，　where　each　MTE　may　have　the

different　weight　vector．　In　the．　algorithm　for　the

synthesis　the　resulting　network　is　of　the　form

shown　in　Fig．9．　The（i十1）・th　MTE　is　connected

to　the　adjacent　i－th　MTE　positively，　i．e．ω‘＋1，i＞0

for　all　i，　and　each　MTE　hasヵ一thresholds（suppose

pis　odd　and　p≧3）．　In　the　following　algorithm

suppose　that　each　weight　vector　of　MTE’s　is

obtained　by　some　procedures，（e．g．［3］）．

　　It　can　be　shown　that　the　algorithm　converges

for　realizing　arbitrary　switching　functions．

　　［Algorithm］

　　Given　an　arbitrary　n・argument　switching　function

」Fand　supPose　that　P　is　odd，　P≧3　and　Z＝1　in

eq．（2）．

　　Let　Hi　be　the　output　function　of　the　i・th　element，

e．9．F＝H，．

　　Let

　　　　　　　　　　　ρ

　　　　f‘（ρ）－1τ｛wガx（ρ）－Tiゴ｝　　　　⑳
　　　　　　　　　　ゴ＝1

and

　　　　　　　　　　P
　　　　fz（ρ）＝∬｛阿7ガ2r（ρ）－Tij十ωτ＋1，i・Hる＋1（ρ）｝，

　　　　　　　　　　j＝1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⑳

where　O≦ρ≦2n＿1　and　VVi　is　the　weight　vector

associated　with　the　i・th　element．

　　STEP　1：Suppose　that　F＝｛wll，…，ωln：Tll，…，

Tir｝＝｛Wi：T｝．　（In　the　following　suppose　each

weight　vector　is　determined　by［3］）．

　　If　r≦p　then」F　can　be　realized　by　a　single　ヵ一

MTE，　else　go　to　STEP　2，

　　STEP　2：The　threshold　vector　of　the　i・th　element，

i＝1，2，…，is　determined　as　follows：

　　First，ヵ一MTF　Hi　is　defined　as　follows．

　　　　プi（ρ）＞0⇔Hi（ρ）＝1，　ゾτ（ρ）＜0⇔Hi（ρ）＝O．

　　Then，　the　threshold　vector（Til，…，　Ttp）of　the

i－th　element　is　chosen　so　that　Hz⊃H，i＊＊．［See　Foot

note　2］

　　If　Hi＝・H，　then　F　can　be　realized　by　cascade

p－MTE　network　consisting　of　i・elements，　else　go

to　STEP　3，（i．e．　in　the　case　of　which　」Hi　is　not

realized　by　a　p・MTF）．　STEP　l　is　the　particular

case　in　STEP　2．

　　STEP　3：In　equation　e3），　the　output　function

　　＊＊Foot　note　2）

　　i．e．　the　case　that　f‘（ρ）＞0　（⇔Hi（ρ）＝1）　and

H¢（ρ）＝O　is　forbidden．

　　For　example，　if　H，　is　q－MTF　such　that　q＞クand

is　realized　by　｛▽i；丁乞1，…　，Tia｝，　then　the　threshold

vector　of　Hi　is　chosen　Til　and　any　other　P－1

thresholds（Ti2ゴ，　Ti2ゴ＋1，　Ti2t，　Ti2t＋1，…）from　q

thresholds．
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Hi＋10f　the＠十1）－th　element　and　weight　for　the

functional　inputωz＋1，z　are　determined　as　follows：

　　1）　　fτ（ρ）〈O　　and　　Hτ（ρ）＝1：ヅHi＋1（ρ）＝1，

　　2）　f‘（ρ）＞O　　and　　Hτ（ρ）＝1⇒Hz＋1（ρ）＝φ，

　　3）　　f‘（ρ）＜O　　and　　11τ（ρ）＝0＝Hi＋1（ρ）＝O，

whereφis　O　or　1．

　　ωτ＋1，i　must　be　chosen　such　that

　　　　fi（ρ）＞0⇔Hz（ρ）＝1，　fτ（ρ）＜0⇔Hi（ρ）＝0，

　　Let　COi＋1，i＝＝Til－min　Wz・X（ρ）十δ　　（δ＞0），

　　　　　　　　　　　　　　　｛fi（ρ）＜0，　H包（ρ）＝1｝

then　this　condition　is　satisfied．

　　Then　change　i　to　i十1　and　go　to　STEP　2．

　　It　can　be　proved　that　the　algorithm　converges

for　realizing　any　switching　function　as　follows．

　　In　2）of　STEP　3，1etφ＝O　for　at　least　one　ρ，

then　Hi⊃Hz＋1．

　　Therefore，　there　is　K　such　that　F＝Hi⊃H2⊃…

⊃H，and　H，　is　realized　by　a　single　かMTE．

Hence，　the　algorithm　mentioned　above　converges

for　realizing　any　switching　function．

　　Example：F（x1，　x2，　x3，　x4）＝Σ（0，2，5，11，12，14）．

　　Suppose　p＝3　and　each　weight－threshod　vector

is　determined　by［3コ．

　　STEP　l　and　STEP　2：

　　　　F＝｛－2，－1，3，－4，　：2．5，0．5，－0．5，－2．5，

　　　　　　　　－3．5，－4．5，－5．5｝．

　　Let　　　”ア1＝（－2，－1，3，－4）　　　and

　　　　　　　　　7▼1＝（2．5，－4．5，－5．5）．

　　STEP　3：

　　　　H2＝Σ（0，2，11，12，14）

　　　　tO2i　＝＝　Tii－min　VV・X（ρ）十δ

　　　　　　　　　｛ノ：t（ρ）＜0，　Hi（ρ）＝1｝

　　　　　　＝2．5－（－3）一トδ＝6．5，　　　（letδ＝1）．

　　　　H2＝｛3，4，－1，－2；4．5，0．5，－0．5｝．

　　Hence，　H2　can　be　realized　by　a　three・MTE．

　　Therefore，　F　is　realized　by　the　cascade　network

of　two　3・MTE，s．

　　Theorem　7：In　the　algorithm　mentioned　above，

：1et　Kbe　the興lnb貫gfカ．－MTE　needed　for　syn－

thesizing　all　n・argument　switching　functions，　then

the　upper　bound　for　K　is　given　as　follows，

　　　　K≦［（2し2）／（P－1）コ，　　　　　　24

’where　p≧3，［Y］：Gaussian　notation．

　　Proof：It　is　suMcient　to　consider　the　number

　of　ρ’s　less　than　2n－l　such　that　F（ρ）＝1．

　　Given　n－argument　switching　function　F，　we　can

realize　F　by　some　q－MTE，　of　which　parameters

are　｛Wi；711，　T2，…，　Tσ｝，（e．9．　by　using　Procedure

［3⊃．

　　Ifヵ≧q，　then　F　can　be　realized　by　aかMTE．

　　Ifヵ＜q，　then　let　each　weight　vector　W¢ofか

MTE’sbe　W，．

　　Then　each　threshold　vector　Ti　ofかMTE’sis

determined　according　to　the　threshold　vector（T1，

T，，…，Tq）as　f・11・ws：

　　　　T・一（Ti，…，T。），T、一（T、，　T。．、，…，　T、。．1），…，

　　　　欠i－（T・，T・i－、｝．（。．1）．，，…，T、（。．1）．、），…，

　　　　2≦ゴ≦K．

　　The　assignment　of　threshold　vectors　mentioned

above　and　the　fact　that　q≦2n－1　determine　the

number　of　p・MTE，　K，　needed　for　synthesizing

arbitrary　n・argument　switching　functions　as　follows：

　　　　（ヵ一1）・（κ一1）＋カ≦2”－1．

　　Therefore，　eq．24　is　derived．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（Q．E．D．）

　　　　　　　　　　　　　　　VI．　Conclusion

　　In　this　paper，　a　systematic　study　of　p・MTE

networks　has　been　made．

　　First，　we　have　given　the　properties，　construction

methods　and　capabilities　of　the　cascade，　the　2・1evel

and　the　feedforward　CWヵ・MTE　networks．　The

most　generalized　loop－free　feedforward　CW　p－MTE

network　has　been　explored　in　detai1．

　　Next，　we　have　given　an　algorithm　for　synthesiz・

ing　the　cascadeρ一MTE　network　realization　of　an

arbitrary　switching，　function　where　each　MTE　of

the　network　may　have　the　different　weight　vector

for　the　inputs．

　　Finally，　the　upper　bound　for　the　maximum

number　ofヵ一MTE　needed　in　the　algorithm・to

realize　an　arbitrary〃－argument　sWitching　function

also　has　been　given．
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APPENI）IX

　　Proof　for　eq．（吻by　induction．

　　Induction　base：trivia1．

　SupPose　that　eq．（1］）holds．

　Then　in　the　case　of（k十1）element，　the　follow・

ing　equation　holds．

　　　H々＋1－Hle・｛1［Ale．1＋COIe，le．1・∬］，〈［W］｝

　　　　　＋H、・｛1［A，＋一ω、，k＋、・1］，〈［凋｝

　　　　－HピG々＋1十HピF刷　　　　　　　　　　　　（A1）

　According　to　the　ordering　between　parameters

in　eq．（g）the　following　inequalitieshold：

　　　Ale＋1－COIe，le＋1・∬＞A々一ω々＿1，k・1　and

　　　A，十ω々＿1，ピ1＞Ale＋1十ω為，le＋1・1．

　　Hence，　　F，＋1⊃Fle⊃…⊃…⊃G々⊃G々＋1．

　　Therefore，　eq，（A1）become，

　　　H，＋、一（Fk・瓦．1＋…＋F1・G2＋…＋G3・G4＋…

　　　　　　　　　＋G、一，・G、－1＋G、）・G、．1＋（瓦＋F，．、・瓦．2

　　　　　　　　　＋…＋F2・F1＋G2・G3＋…＋G々．1・G々）・F々．1

　　　　　　　　＝Gヵ．1十F々＋1・F汁…十F2・F、÷G2・G3

　　　　　　　　　十…　÷G為＿1・G〃

　　　　　　　　　虎＋1／2　　　　　　　　　　　　　＿
　　　　　　　　＝Σ｛F2ゴ・］i　i2」．1十G2〆G2ゴ＋1｝，　（A2）

　　　　　　　　＿j＝1

where　　G，＋2＝1．

　　Therefore，　eq．（A　2）equals　to　the　case　of（〃十

1）　in　eq．（1⇒．

　　The　proof　for　the　case　that（le十1）　is　odd　is

simila「one’　　　　　　　　　　　　　　（Q．E．D．）

「1］

［2］

［3］

［4］

［5］

［6］

［7］

［8］

［9］

［10］
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