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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract

　An　analysis　of　non・uniform　torsion　problems，　with　due　regard　to　the　effect　of

warping　shear　deformation，　is　developed　for　box　girders　subjected　to　arbitrary

torsional　loading．　The　method　of　the　analysis　regards　the　behavior　of　the　girder

in　non－uniform　torsion　from　a　different　angle　than　do　the　illvestigations　based　upon

Wagner／s　hypothesis，　and　throws　light　on　the　interaction　of　the　plates　of　which　the

girder　is　composed．

　Formulas　derived　in　the　present　analysis　for　the　geometrical　properties　of　the　box

sectiolls　have　the　advantage　that　they　do　Ilot　require　all　excessive　amount　of

calculation　effort　even　for　multi－cell　girders．　Using　the　formulas，　with　a　view　to

examining　the　eflect　of　warping　shear　straills　on　the　non．uniform　torsion　of　the　box

girders，　numerical　treatments　are　carried　out　for　four　box　girders　with　the　typical

CrOSS　SeCtiOnS．

1．はじめに

　薄肉けたの曲げねじれ理論においては，断面の反り

（warping）の断面内分布は，　St・　Venantのねじり

における反りに比例し，また反りのけた軸方向の変化

は，ねじり率によって表されるものとしている。この

いわゆるWagnerの仮定は，開断面げたに対しては

良い精度を保証するが，閉断面げたの場合には必ずし

も満足な結果を与えるものではないことが知られてい

る。このような事情から，断面の反りのけた軸方向の

変化を，ねじり率とは異なる新しい関数で表すことに

よって，反り拘束に伴なうせん断変形を考慮する点で

特徴的なBenscoterの論文1）で代表される研究がみ

なおされ，閉断面に対してはより妥当性が高い理論と

して，最近では一般化されつつある2）。

　この報告では，実用に供されている鋼げたのほとん

どが平板より構成されている点に着目し，その個々の

板帯の解析を基本単位として出発し，それをけたとし

て集合する手法3）を，箱げたの曲げねじれ問題の解析

に適用した。その際，Benscoterの仮定を採用すると

ともに，その仮定のもつ意味を従来の研究とは異なっ

た観点から吟味することができた。また，上記の手法

を適用した結果として，従来面倒な積分演算によって

求めていた箱げたの断面の諸量を，構成板帯の諸定数

の和で表した算式を得ることができた。これは，実際

の設計計算にとっては非常に便利である。

　橋梁の主げた構造として使用される4種の代表的な

閉断面形をもつ箱げたについて，本報告で誘導した諸

式を用いて数値計算を行い，断面の反りのけた軸方向

の変化をねじり率によって表す慣用の曲げねじれ理論

による結果と比較対照し，箱げたの曲げねじれ特性へ

の影響を検討する。

2．基本式の誘導
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図一1箱だけの一般図と座標系

　図一1に示すように，1，2，…，元，k，…，21の板帯から

なり，また⑧，⑤，…，⑤，①，…，㊥のセルをもつ任意形

状の箱げたを扱う。

　けた上の点の位置を表すのに，空間に固定された右

手系直角座標系（O－x，y，2）を用いる。変形前のけた

に対して，座標の原点0はけたの全断面の図心とし，

エおよびy軸はけたの断面の主軸に重なり，2軸はけ

たの各断面の図心を連ねた軸線に一致するように定め

る（図一一1参照）。

　けたを構成している7Z個の板帯のうちから，その代

表として第元番目の板帯をとり出し，板帯元とよぶ。

板帯元の断面上に，板帯ゴの断面の図心O」を原点と

する直角座標系（O」一ξ，η）を設ける。ξおよびη軸

はそれぞれ板帯元の断面の主軸と一致させ，かつη軸

を板厚中心線に重ねる（図一2参照）。

　さて，板帯元の図心O」のx，y，2軸方向への変

位をそれぞれμ」，V」，ωゴとすると，板帯元の任意点

P（ξ，η）のけた軸方向の変位wは，St．　Venantのね

じりによるせん断変形を考慮して，つぎのように書け

る；

　　W＝Wゴー（ξCOSα」一ηsinαD祝ゴ’

　　　　　一（ξsinαゴ＋ηCOSαゴ）Vノ＋fゴ・ηθ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1）

ここに，αゴはξ軸がエ軸となす角（符号は右ねじの法

則による）であり，晦，V」に付したダッシ＝は2に

よる微分の意を表す。S・＝8（2）は新しく導入された

ねじり率ρノとは異なるXの関数である。

　式（1）における㍉はSt・Venantのねじりによる板

帯ブのせん断流をq」とするとき，次式で与えられるS

　　qゴ＝Gθすゴ，すゴ＝ぞゴτ」　　　　（2）。．b

ここに，Gは材料のせん断弾性係数，勾は板帯」の板

帯厚である。4ゴは板帯元のねじり関数であり，板帯元

誇、s，。，

　　　　　　li：

k”　（〉　O？

　　　0

くコ

＼∪，

図一2板帯jの断面と座標系

y

がセル⑪とセル①の境界壁のときは

　　呑ゴ＝∂ゴo－］才hO　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）

で計算される。む゜およびグ／°はそれぞれセル⑪およ

びセル①の循環ねじり関数であり，次式を解いて求め

られる《

埠㌔1≡IF一　　④
ここに，suffix　kはセル①をとりまく板帯を意味し，

また，suffix　hは①をとりまく板帯kが属する他のセ

ルを意味する。bkは板帯kの幅，　Fiはセル①をとり

まく板帯の板厚中心線が囲む面積である。

　なお，式（2）a．bより，　qゴ＝τ方＝Gγ、ηzゴを考慮する

と次式が成り立つことがわかる：

　　そゴ8＝γ、，　　　　　　　　　（2）’

　つぎに，けたの全断面の図心0のx，y，2軸方向

の変位成分をそれぞれU。，V。，ω。とすると，これら

と板帯元の図心0ゴの変位U」，vゴ，　wゴとの間に次式

の関係を設定することができる∫

Oil璽＿鋤｝（・）a－c

ここに，rjおよびyゴはそれぞれ点0ゴのxおよびy

座標，ωゴはSt．Venantのねじりにおける極0に対す

る点O」の単位反りである。

　式（5）を式（1）に代入すると

　　ω＝・ωo－（Z」＋ξCOSαゴーηsinαゴ）Uoノ

　　　　　ー（ツゴ＋ξsinαゴ＋ηCOSαゴ）Vo’

　　　　　一｛ω」＋rξゴξ＋（プηゴーτゴ）η｝8

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6）

ここに，グξゴおよびプηゴはそれぞれ点Oからξおよび

η軸におろした垂線の長さを表す（図一2参照）。

すなわち
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lll二：1：隠鑑1｝　（・）・・b

　板帯j上の任意点P（ξ，η）におけるけた軸方向の

直ひずみεzは，式（6）より

　　εz＝Woノー（Xゴ＋ξCOSαゴーηsinαゴ）Uo”

　　　　　　一（yゴ＋ξsinαゴ＋ηCOSαゴ）Vo’t

　　　　　　－｛ωゴ＋rξゴξ＋（プηゴーぞゴ）η｝8ノ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8）

　一方，板帯j上の任意点P（ξ，η）におけるせん断

ひずみγ、ηは，曲げに伴なう成分を無視すると，点P

の断面ねじれ回転ρ（符号は右ねじの法則にしたがう）

によるη軸方向の変位
　　丁η＝rηゴρ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）

およびねじれに起因するx軸方向変位，すなわち式（6）

の右辺の第4項
　　元＝一｛ω」＋プξゴξ＋（rηゴーTゴ）η｝8　　　　　　（1〔》

とから，つぎのように表すことができる∫

　　石一∂毅＋腸一・・ゴ9一（プηゴーτ」）s⑪

式（2）t　e＃　St．Venantのねじりによるせん断ひずみの

みを表すのに対して，式⑪はさらに反り拘束に伴なう

せん断ひずみ分が考慮されている。ちなみに，

　　8＝spt　　　　　　　　　　　　　　　⑫

とすると，式⑪は式（2）tに一致する。

　さて，箱げた全体に蓄えられる歪エネルギー17τは，

けたの長さ1，板帯jの断面積をFゴ，材料のヤング

係数をEとすると，次式で書ける《

　　π・一劃　∫。、（E・ジ＋鋼dF・dx⑬

これに，式（8）および式⑪を代入すると，歪エネルギー

1ムがつぎのように表される；

　　nr・一　b∫i〔EJ・U・’t・＋繊ψ2＋・EC・U・”8t

　　　十2ECxVo”8’十ECω8／2－2G（Jr－JT）89ノ

　　　＋G万ρノ2＋G（み一elT）82＋EFXV。’2〕dx

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⑬

ここに

Jx＝Σ（Fゴyゴ2十Jηゴsin　2αゴ十」ξゴCOS　2αゴ）

　　ゴ＝1

ゐ＝Σ（FjXj2十」ηゴCOS　2αゴ十」ξゴsin　2αゴ）

　　ゴ三

Cx＝Σ｛FJωJyJ十rξゴ」ηゴsinα」十（rηゴー7ゴ）」ξゴcosαゴ｝

　　ゴ＝1

Cy＝Σ｛1アゴω斑十rξゴ」ηJcosαゴー（グηゴーτゴ）」ξゴsinαゴ｝

　　ゴ＝1

cω＝Σ｛Fゴωゴ2＋プξゴ2」，」＋（ヂηゴーτゴ）」ξゴ｝

　　ゴ＝1

　　　n　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ

」．＝ΣFゴrηノ，　」τ＝ΣF」rηゴeゴ
　　ゴ＝1　　　　　　　　　　　ゴ＝1

F＝ΣFゴ
　　ゴ；1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⑭。－h

さらに，式⑭において

　　」・・一∫F」・・dF・・J・」一∫．s2　dF・　（・Sa・b

なお，式⑬の誘導の際，次式が考慮されている∫

　　ΣFゴ（rηゴーτゴ）2＝」．－」τ　　　　　　　　⑯
　　ゴ＝1

この式については文献2）p．186参照。

　つぎに，箱げた断面のせん断中心Sのエおよびy軸

方向の変位をそれぞれμ、およびVsとすると，断面の

図心0の変位u。およびv。との間に次式が成り立つ∫

　　1二：；：1：：ご認｝　　　　（・o・・b

ここに，みおよびYsはせん断中心Sのエおよびy座

標である。式⑰を式⑩に代入すると，ひずみエネルギ

ーU，をせん断中心Sの横方向変位UsおよびVsと，

図心0のけた軸方向変位w。とでつぎのように表す

ことができる；

　　π・一∫1疏〆・＋EJ・V・”・＋EC・・8・・

　　　－2G（Jr－JT）8sot十（；Jr9／2

　　　＋G（み一JD82＋EFzv。ノ2｝d2　　　⑱

ここに

　　Cω＊＝Cω十JxXs2十Jyツs2－2CxXs十2Cyys　⑲

なお，式⑱の誘導の際，せん断中心の特性を表す次式

が考慮されている；

　　Sll：：1嘉：：1｝　　　il・）・・b

式⑳はせん断中心Sの座標（Xs，　Ys）をつぎのように

与える；

　　㌍貫・Y・一一晋　　　　2Da・b

また，式⑲は式⑳を用いると，つぎのように簡単にな

る；

　　C。＊＝C。－C。x、＋CyPts　　　　　⑲’

　けたの単位長さあたりに作用する荷重として，断面

の図心0を通るx軸方向荷重q。，せん断中心Sを通

るエおよびy軸方向荷重qx＊およびqy＊，せん断中

心8に関するねじりモーメント荷重Mz＊およびバイ

モーメント荷重m。＊を考えると，これらの外力の得

るポテンシャルエネルギーUaは

　　fl・一一∫1（q・＊u・＋q・＊Vs＋q・w・＋M・＊9

　　　　＋〃2ω＊θ）dx
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と書ける。

　したがって，系の全ポテンシャルエネルギー17は，

式⑱および式㈲より次式で表される《

　　・・　・S∫i｛E」…’t・＋E」・V・’i・＋ECW・8・・

　　　　　－2G（万一，Jr）8　goノ十EFr　z2／02

　　　　　十G（Jr－Jτ）82十GJ，gt2

　　　　　－2（9x＊Us十q〃＊Vs十9、ω。

　　　　　　　　　　＋Ma＊9十勿ω＊の｝d2　　（20

　式⑳より，変分問題のオイラーの微分方程式として

得られる支配方程式のうち，ねじりに関するもののみ

を書くと，

：㌫壽c二綴ピ㌶♂一。｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　佗P。．b

両式より8を消去すれば

ρ川一
|・”一。Eと。（M・＊＋M・・＊1）一ま万ぽ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⑳

ここに

箱げたの曲げねじれ問題の支配方程式として得られ

た式⑳，あるいは式⑳は文献2）のものとまったく一致

する。式⑳の左辺は，Wagnerの仮定に基づく慣用の

曲げねじれ理論による支配方程式と同形であり，無次

元量αに対応する慣用理論のそれをα。と書くと，両

者の間には次式の関係が存在する∫

　　・一荒　　　　　　　　en
ここに

　　・・一ψ懸　　　　⑳
　したがって，式¢カより明らかのように，反りせん断

変形を考慮した影響は，けたの曲げねじれ特性を支配

する無次元パラメータに対する補正係数1／～／7とな

って現れる。なお，式⑳bよりκ＞1であるから，つ

ねに次式が成り立つ；

　　α＜α。　　　　　　　　　　　　　　　⑳

すなわち，反りせん断変形を考慮することによって，

曲げねじ現象は強まるから，慣用理論の結果は危険側

にあることになる。

　なお，曲げねじれ現象に伴なって生ずる2軸方向の

直応力σ。，およびこれとともにけたの微小面素tゴdxdη

に作用する力のつりあい条件を満たすべきせん断応力

τ。の表式は，慣用理諭のそれらと同形である。すな

わち

「

Ppm．＝＝＝；ll＝⊇ 　　　　　　　　　600
　　100†－150－→「一一一250一一†－100

　　　　　　　　　　　　　　1．5
1．5

（a）Type　I
（b）Type　H

「

（c）Type　m

［］1・

　　1．4

－「

L一
口　［1］1・

　　　　　　　　　　　L4
　　　（d）Type　N

図一3代表的な4種の箱げた

表一1　4種の箱げたのねじりに関する断面定数 表一2　4種の箱げたのねじりに関する無次元量

Typ・ PC・（・㎡）1碗㎡）1鋤㎡）1鎌㎡）レ細レ⑭T・pe・1・司…
α

1

皿

皿

w

　0．00

0．91×108

　0．00

　0．00

一3．86×108

－4．69×108

－2．19×108

　2．27×109

8．78×109

L44×1010

2．21×1010

2．25×107

5．76×109

0．93×1010

1．87×1010

1．30×1011

0．172×1080．195×108

0．169×1080．196×108

0．139×1080．178×108

0．04　×1080．155×108

1

皿

皿

8．611

7．145

4．574

1．397

O．　341

0．374

0．468

0．846

67．44

52．79

33．61

5，095

22．　98

19，75

15．72

4．310

一76一
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・・一 ?ﾖ・

T・・　一一 ﾜぷ・＊

ただし，

｝

M・＊一一・EC・＊9”一 ?ﾜ・＊　l

T．＊一一孤〉硫一ｾ∋

⑳。．b

⑪。．b

せん断中心Sを極とするω＊およびS。＊は，慣用理論

のそれと共通である。

3．数値計算結果と考察

図一3に示すような，橋梁の主げたとして使用される

代表的な，4種の箱げた断面について，2で誘導し

た諸式を用いて数値計算を行った（図一3における寸法

の単位はcm）。2室断面のType　llは，隔壁がねじり

に対して有効に作用するように，非対称断面とした。

　計算結果のうち，ねじりに関する断面定数を表一1

に，またその無次元パラメータを表一2にまとめた（表一2

のα。およびαの計算において，1＝　20mとしてい

る）。Type　Iから皿，皿，　IVと断面形が変化するにつ

れて，St．　Venantのねじり定数Jrは減少するのに

対し，反り定数C。＊は増大している。したがって，

α。およびαは減少し，曲げねじれ現象はType　Iから

皿，皿，IVへと次第に強まっていく。

5020　　祝40 e

㊤　　　θ ㊦

㊥

661
θ

（・）ω＊一図

一2477

@　自　　oo ㊤
3239

㊤ ⇔

1665

θ

一1026
○ 一158 r＿⊃＼　ノ

（b）S：×10－2一図

図一4Type　Iのω＊とSω＊の分布

082
一3108　e 一1362

　　　一2523670

㊤
害　○

@　㊥

θ

㊥

㊤
　　θ

ﾆ
3511 1511

θ
一4512

E

（a）ω＊一図

co
苫

L24　　∈）
（∋　　　器　　　　　　　　　　3547巴　　（ヨ∋　　　　　　　　　　　　　　　　ξ8　　　　　　　　　0う

　　　1㊤寸093

○

　∈）　－394－2846

@　㊦3092

　　　　　　e　　　　　　－5212

j　㊤ ○

一2557
θ

一80雲
@　自　　　　　　θ

一5707

　　　　（b）S：《10～2一図

図一5Typeロのω＊とSω＊の分布

（∋

○

㊦　⇔ ⇔
㊤　　　㊥

㊥

㊤
θ

θ

6233 ⑪
3035 ●

（a）ω＊一図

θ

8434　⑪
　　8
ﾆ　民

㊥ 6309 7128 ㊤
1 ●

一678 2787 鵠

民

○ e 　　㊤ ⇔ θ

㊦2967 4891976 ㊥

一656 巽

一一 V033

　　　　網

　　　　（b）荒×10－2一図

図一6Type皿のω＊とSω＊の分布

（a）ωtS・図

㊥884 ⌒¢239
㊥ ㊤

一1581

@e
一2284

@㊥

←う一2028

|2045
○

㊥

⇔

θ

一1456 1193

（b）S：×10－3一図

図一7Type】Vのω＊とSω＊の分布
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　反りせん断変形の影響を表す補正係数1／～后は常に

1より小さく，したがって反りせん断変形を無視した

慣用の曲げねじれ理論は，曲げねじれ現象を小さく見

積ることになる。また，各Typeを通じてJrには大

きさ変化がないので，St．　Venantのねじり定数Jrが

大きいType　lほど補正係数は1に較べてより，小さ

な値をとり，したがって補正度はより大きい。

　ちなみに，4種の各断面について，曲げねじれに伴

なう直応力σωおよびせん断応力τ。の断面内分布を示

すω＊およびS。＊を図一4，5，6，7に示す（ω＊および

Sω＊図中の数字の単位はそれぞれcm2およびcm4で

ある）。

4．　おわりに

　本報告は，薄肉多角断面げたの曲げねじり問題の有

力な解析法である構成板帯の解析を基本単位とし，そ

れをけたとして集合する解析手法によって，箱げたの

曲げねじれ問題を解析したものである．その際

WagnerのUnit　Warpingの仮定に基づく慣用の曲

げねじれ理論よりも，反り拘束に伴なうせん断変形の

影響を考慮している点で，より妥当性が高いと評価さ

れているBenscoterの理念を基盤として出発した。

　解析の結果，たとえば式⑭，．gにみられるように，ね

じりに関する断面の諸定数を，Multi・Cellのような

複雑な閉断面に対しても容易に計算可能な算式で表す

ことができた。と同時に，定式化の過程においては，

Benscoterの採用している仮定のもつ意味を別の観点

から吟味することもできた。

　代表的な4種の箱げた断面に対する数値計算結果か

らは，反りせん断変形が箱げたの曲げねじれ現象に与

える影響の特性とその度合がある程度明らかとなっ

た。
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