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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract

　Timoshenko’s　beam　theory　is　extended　to　the　bending・torsion　problems　of　thin－

walled　elastic　beam　with　open　cross　section．　A　set　of　governing　equations　for　each

static　and　dynamic　behavior　of　the　beam　is　established　by　considering　the　effects　of

transverse　and　warping　shear　deformation　accompanying　bellding　alld　non－uniform

torsion　and，　in　the　case　of　vibratillg　beams，　rotary　and　longitudinal　inertia．　The

shear　coe伍ciellts　for　non－uniform　torsion　as　well　as　bending　are　introduced　on　the

basis　of　the　energy　theorem．

　The　phase　velocity・wavelellgth　curves　for　I，［：，口and　C　sections　from　harmonic

wave　analysis　are　illustrated　and　compared　with　the　results　obtained　by　classical

bendillg・torsion　theory．　The　present　theory　leads　to　satisfactory　wave　velocities　for

short－wavelength，whereas　the　classical　theory　shows　the　defects　that　short－wavelength

waves　travel　with　infinite　velocities　and　are　dispersive　in　character．

1．はじめに

　薄肉ばりに衝撃力が作用した場合に生ずる　sharp

transientな曲げねじれ振動現象の解明には，いわゆ

るWagnerのUnit　WarPingの仮定を用いた慣用

の曲げねじれ理論に基づく振動解析では，満足な結果

は得られない。なぜならば，その解においては，短波

長波の伝播速度は無限大となり，振動波は分散現象を

呈してしまうからである。これははりの曲げ振動の場

合と同様である。

　この欠陥を補うためAggarwa1＆Cranchは，1

およびチャンネル断面ばりについて，その曲げねじれ

現象は個々のフランジおよびウエブプレートに関して

は曲げ現象である点に着目し，各プレートのせん断変

形および回転慣性を考慮したいわゆるTimoshenko

Beam　Theoryを適用して，その曲げねじ振動波の伝・

播の問題を初めて論じた1）。また，深沢は任意形状の

薄肉多角開断面のはりに対しても，同様な解析が可能、

であることを一般的な形で示した2）。しかしながら，

はりの個々の構成板帯断面の平均せん断変形を未知関

数とするこのような解析法には，断面形状が複雑にな

ると，すなわち板帯数が多くなると計算が非常に頻雑

になること，また曲線形状のような任意な形の薄肉断

面ばりには適用できないことの2つの問題点がある。

　そこで本論文では，薄肉開断面の場合，曲げおよび

曲げねじれに伴なうせん断ひずみとも，断面の薄肉中

心線に沿った分布は一般に急激な変動を示さない点に

着目し，薄肉中心線の全長にわたっての平均せん断変

形を用いることによって，任意形状の薄肉開断面ばり

について，曲げせん断および反りせん断変形を考慮し
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た振動解析を行い得ることを示す。すなわち，これに

よって，任意形状の薄肉開断面ばりの高周波振動の曲

げねじれ問題が比較的容易に解析できるようになる。

　このような手法により，まず任意形状の薄肉開断面

ぽりの曲げねじれ問題について，曲げおよび反り拘束

に伴なうせん断変形を考慮した静的つりあいの微分方

程式を導く。つぎに，これに基づく振動問題の基礎微

分方程式の誘導ならびに自由振動波に対する振動解析

の過程を示す。

　最後に，解析例として，一軸対称の数種の代表的薄

肉開断面ばりをとりあげ，その曲げねじれ振動におけ

る自由振動波の伝播に関する2，3の基礎的検討結果

について報告する。

　2．曲げおよび反り拘束ねじりに伴なうせん断変形

　　　　　　を考慮した静的平衡方程式

　任意形状の薄肉開断面ばりの一例を図一1に示す（断

面形ははりの全長にわたって一定とする）。解析にお

いては，はりの一方の端断面の図心0を原点とし，断面

の主軸に一致するx，y軸および各断面の図心0を連

ねた軸線に一致する2軸をもつ右手系直角座標系（0

－x，y，　x）を用いる。

　はりに作用するXおよびy軸方向の横荷重をそれぞ

れg詳およびqy＊，　XおよびN軸まわりのモーメン

ト荷重をそれぞれMxおよびmy，はりのせん断中心

軸に関するねじりモーメント荷重をMa＊，さらにせん

断中心Sに関する曲げねじりモーメント荷重をm。＊と

する（図一1参照）。これはすべてはりの単位長さ当りの

荷重強度を表すものとする。

断面力として，ヱおよびy軸方向のせん断力をそれぞ

れQx＊およびQy＊，エおよびy軸に関する曲げモーメ

ントをそれぞれM。およびMy，せん断中心軸に関する

St・Venantのねじ．りモーメントおよび反り拘束ねじり

モーメントをそれぞれTs＊およびTω＊，せん断中心S

に関する反り拘束バイモーメントをMω＊とする。

　上記の荷重と断面力との間には，微小変形理論に基

づくエネルギー原理より次式が書ける3）《

　0／辛＼、

〆卜㌣）一

図一1薄肉開断面ばりの一般図

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1）。．f

ここにダッシュは2に関する微分を意味し，＊印はせ

ん断中心に関する量であることを表す。

　はりの任意点P　（x，y，　x）のx，ツおよび2軸方

向の変位をそれぞれU，UおよびW，断面のせん断中

心Sのエおよびy軸方向の変位をそれぞれu＊および

v＊，図心0の2軸方向変位をw。，さらに断面形不変

の仮定のもとに断面のねじれ回転角をS‘）とすると，任

意点Pの変位u，v，　wと変位u＊，　v＊，ω。との間

には微小変形の範囲内で次式が成り立つ；

1蕊曇∴｝（・）a－c

ここに，鞠およびysはそれぞれせん断中心Sのエお

よびy座標である。またψ。およびψvはそれぞれX

およびy軸まわりの曲げに伴なうせん断変形を考慮し

た場合の平均回転角，8＊＝3＊（2）は反り拘束に伴な

うせん断変形を考慮した場合のねじり率ψノに代る新

しい関数を意味する。さらにω＊はせん断中心に関す

るUnit　Warpingを表す。

　式（2），より，任意点Pにおけるはり軸方向の直応力

σ、は，M。，　MyおよびMω＊の定義式を考慮すると，

つぎのように表される；

・e－EEa一 S＋誓・＋際ω・　（・）

ここに，みおよびみはそれぞれXおよびy軸に関

する断面二次モーメント，Cω＊は断面の曲げねじり定

数を表す。

　断面の薄肉中心線に沿う線座表を5，およびSに対

して法線方向の座標π（図一1参照）を用いると，せん

断応力τxsは，　St．　Venantのねじりにおけるせん断

応力と，はりの微小要素d2×ds×tに作用する力の

つりあい条件

　　曙＋∂（τxst∂5）一・　　　（・）

を満たすべきせん断応力との和として，次式で表され

る∫

　　τzs＝Gγ、s

一舞：…一÷（普・Sx＋」賢・s・＋器

・s．＊j　　　　　　（・）
ここに，　tは板厚，

数を表す。さらに

Jr＊はSt．　Venantのねじり定
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i；il；；i｝　（・）a－c

　断面力と変形との関係は仮想仕事の原理
　　δ17＝δ（」1］1　，十1］「α十U．）＝0　　　　　　　　　　　　　　　　（7）

によって定めることができる。ここに，δ仏および

δUaはそれぞれz＝x、とx＝x、間のはりの内力および

外力による仮想仕事を表し，δZ石（＝ΣG乞λDは付帯
　　　　　　　　　　　　　　　　　　t
条件の項を意味する。これらはそれぞれつぎのように

書き表すことができる。

　まず内力の仮想仕事は式（3）および（5）を用い，さらに

直交条件を考慮して結局つぎのように書ける；

　　δ∬・一∫：：∫。（δaz…＋δ・…r・s）・dFd・

　　　一∫：：（M鎧警＋M爵炉一＋亙裟誓

　　　＋一窒鷲＊＋麗警＊＋鷺♀＊

　　　＋元爵ヲ鱗）d・　　　　　（・）

ここに，Fははりの断面積である。また，　rCxおよび

rCyはそれぞれエおよびy軸方向の曲げせん断補正係

数κω＊は反りせん断補正係数を意味し，それぞれ次

式で表される．

　　i－☆∫。㍗F

　　え＝＝元、∫壽24F　　　（9）a－C

　　☆一ξ劃鳥＊！　dF

　つぎに，外力による仮想仕事を計算するとつぎのよ

うになる；

　　δ17α＝一〔δQx＊・u＊＋δQy＊・v＊一δMx’ψx一δMゾ

　　　　　　砺＋δ（T、＊＋Tω＊）・P一δM。＊・8＊〕；｛

　　　　　一∫：：（δ9・＊・u・＋δ9y＊…一δmx・ψx

　　　　　　　　一δmy・ψy十δmz＊・9一δmt。＊・8＊）dx

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⑩

　付帯条件Giとして，式（1）。．アを課すと，　Lagrange

の乗数をλi（i＝1，2，……，6）としてδ17Nはつぎの

ように表される；

　　　　　　6　　δllw＝δΣλz・Gt

　　　　　　tニ1
　　　　一δ∫：：〔λ，（（2x・’＋9・＊）＋λ・（Qy＊’＋q・＊）

　　　　＋λ3（MノーQy＊＋mx）＋24（MyLQエ＊＋my）

　　　　＋λ，（Ts＊’＋T。＊’＋mz＊）＋λ、（M。＊L　T。＊

　　　　＋〃λω＊）〕dx

ここで，部分積分を行うと

　　δ172v＝〔λiδQx＊十22δQy＊＋λ3δMx＋λ，δハ4y

　　　　　　　　　＋2，δ（Ts＊＋Tω＊）＋λ，δMω＊〕Zl

　　　　　－∫：：｛21／6Q・＊→1δ・・＊＋λ・・δQ・＊一繊＊

　　　　　十2，ノδM¢十23δQv＊－23δmx

　　　　　＋λ4ノδMy＋λ、δQx＊一λ、δmy

　　　　　＋λ，tδ（Ts＊＋Tω＊）一λ，δm、＊

　　　　　＋2，tδM。＊＋λ、δTω＊一λ、δ勿ω＊｝dx　⑪

　Lagrangeの乗数λi（i＝1，2，…，6）は式（8），⑩

および⑪を式（7）に代入した際，境界項が消滅する条件

より定まり，つぎのように表される；

　　1：二∵2：∵ご㌫｝　（・Za－・

　結局，仮想仕事の原理を表す式（7）は，式（8），⑩，⑪，

⑫を用いてつぎのように書き表される；

　　δfl－∫：：｛M豊芸＋乏警＋M鑑撃＊

　　＋旦豊讐＋Q：欝＊＋Q寄晋＊＋鵠ヲ：：

　　－U＊ノδQx＊－V＊ノδQy＊十ψX！δMx十ψエδQy＊

　　＋ψ〆δM’y＋ψyδQx＊一～プδ（T8＊十丁ω＊）

　　　　＋θ＊’δMω＊＋8＊δTω＊｝d2ニ0　　　（i3

　したがって，式（i3よりδQx＊，δQy＊，δMx，δMy，

δTs＊，δT。＊，δM。＊の任意性からつぎのような断面

力と変形との関係式を得る；

Qx＊＝κ才GF（u＊1一ψの

Qy＊＝rCyGF（v＊ノーψx）

Mx・＝－EJxψxt

My＝　’EJyψy’

Ts＊＝GJ．＊ψノ

Tω＊＝κ。＊Gみ＊（s・’－8＊）

ルfω＊＝－ECω＊8＊’

⑭。．σ

　式⑭を式（1）に代入すると，曲げおよび反り拘束に伴

なうせん断変形を考慮した，薄肉ばりの静的つりあい

の微分方程式がつぎのように得られる；

　　κエGF（u＊’Lψの十qエ＊＝O

　　rCxGFu＊ノーFEJyψyノノーκエGFψ〆－my＝0

　　κyGF（v＊’Lψノ）十qy＊＝O

　　rCyGFv＊ノ十EJxψx”－rCyGFiPxt－mx＝0

　　（1＋κω＊）GJr＊9’Lκω＊GJ勿＊8＊’＋Mz＊＝0

　　κω＊GJτ＊9ノ十ECω＊8＊”一κω＊GJr＊8＊一勿ω＊＝0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⑮。．f

これは3組の連立方程式であり，第1組および第2組

はそれぞれせん断変形を考慮したエおよびツ軸方向へ

の曲げに関する微分方程式を表し，第3組は反り拘束

に伴なうせん断変形を考慮した曲げねじれに関する微
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分方程式を表している

　3．曲げおよび反り拘束ねじりに伴なうせん断変形

　　　　　　　を考慮した振動方程式

　曲げおよび反り拘束ねじれに伴なうせん断変形を考

慮した，薄肉ばりの振動方程式は，2．で求めた静的

つりあいの微分方程式⑮の荷重項をはりの振動時にお

ける慣性力と強制外力で置き換えることによって得ら

れる。

　いま，はりの薄肉中心面の単位面積当りの慣性力の

X，y，　X方向の成分をそれぞれPx，　Py，　P、とする

と，これらは式（2）を用いてつぎのように表される；

Px－一ρ嘉一一ρ｛∂；芸＊一（y－Ys）箒〕

Py－一
､一一・・〔儂き＊＋（x－x・＼｛砦〕

Pz－一・謬一一・t〔㌢一・雑一警”

　　　　　　　　　　　　　　　一ω・裟〕

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⑯。．．

ここに，ρははりの材料の密度である。

　はりの単位長さ当りの慣性力はPx，　Py，　Pzを用い

てつぎのように書ける；

　　q・＊一∫。一｝P・dF・9・＊一∫。払4F

　　Mx－∫。一｝P・・dF・M・一∫。一｝PzxdF

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⑰。．f
　　〆一∫。÷顕ヱー⇒一飾一副∬

　　m・＊一∫。÷ヵ・ω・dF

したがって，式⑰に式⑯を代入すると，慣性力として

次式を得る；

・x＊一一ρF（∂2u＊　∂2ψ∂t・＋ツ・∂t・）

・y＊一一ρF（芸一≦劃

Mx一ρゐ雑

物一ρ」磯

mfl＊一一ρF（Ys∂；芸＊－x、∂；誓＋・趨）

m、。・一ρc。＊h＊

⑱。．f

ここに，rsはせん断中心Sに関する極回転半径を表

す。すなわち

　　r・・－t∫。｛（x－x・）・＋（…一・…）・｝・dF　⑲

　式⑱を式⑮に代入すると，曲げおよび反り拘束に伴

なうせん断変形を考慮した曲げねじれ自由振動の振動，

方程式がつぎのように得られる；

r・。GF（∂2u＊　∂ψy∂z2　∂x）一ρFぱ＋躍）一・

砺GF誓＋Eみ讐一ぬGFψゲρ」離一・

r・yGF（∂㌔＊　∂ψx∂z2　　∂2）一ρF（慧一導）一・

・卿窒＊嚇∂；仁向G耽一ρJ．tOl2？¢，・一・

（・＋r・、。・）G」ゴ當一N・・tU・G」，＊莞

一・F（ys∂；：、＊－Xs∂；…、＊＋・躍）一・

r・tU・Gみ＊1：＋EC．・雰＊－r・、。・GJ。＊8・

　　　　　　　　　∂28＊
　　　　　　一ρc・＊万百＝o

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⑳。．f

　式⑳。．b，⑳c．d，⑳，．fよりそれぞれκ。，　rCy，　rCtU＊の項

を消去し，さらに

　　¢x一誓，ψ〃一誓，s・一一筈　　（21）a－。

とおくと，曲げおよび反り拘束ねじりに伴なうせん断

変形を無視した場合の微分方程式が得られる。すなわ

ち

場誓一・ゐ㌶＋ρF（∂2u＊　　∂2の∂t・＋ys一∂彦百）一・

Eん芸一・ゐ鑑＋・F（∂2u＊　　∂29∂t2－x・百百）一・

EC・・^一G」ら整一ρc。・嘉、

　　　　　＋ρF（躍一弗＊＋磯）一・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⑳。．，

さらに，曲げ回転慣性および反り慣性をも無視する

と，次式を得る；

　　　　∂4u＊　　∂2u＊Eみ∂24＋ρF（一死一＋・馴一・

Eみ欝＋ρF（∂2v＊　　∂2～o∂ii』－Xs∂t・’）一・

E⇒謬Gみ・筈＋ρF（躍一曜

　　　　　　　　　　　　　　＋・漂）一・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⑳。．。

これは慣用の曲げねじれ理論に基づく薄肉ばりの振動

方程式であり，すでに知られているものと一致する4）。

式⑳の微分方程式系においては，6個の方程式がすべ

て連成しているが，二軸対称断面の場合にはXs＝　Ys一
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＝0であるから，それぞれ2個の微分方程式よりなる

3組の方程式系に分解される。すなわち，x軸方向へ

の曲げ振動に対して

：：：1墜欝鴬∴当

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢φ。b

y軸方向の曲げ振動に対して

：1：1鍵欝㌧』｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⑳。b

さらに，反り拘束ねじれ振動に対して

　　（・＋r…）G・TT・警一向・GJ，＊讐

　　　　　　　　　　　一ρF・謬一・

　　醐万畜＋聯雰一r、．・G」．・8・（2a．’　b

　　　　　　　　　　　　一ρc．・鷲＊一・

式（24・⑳はいわゆるTimoshenko　Beam　Equation

にほかならない。一一方，二軸対称断面で，曲げおよび

反り拘束ねじれに伴なうせん断変形，曲げ回転慣性な

らびに反り慣性を無視した場合の振動方程式は，よく

知られた3個の独立した微分方程式となる。すなわ

ち，式⑳においてxs＝ys＝0として

　　Eゐ讐＋・F誓一・

　　肌謬＊＋・F誓一・　　eb．一，

　　EC・・彩一G」裂＋酬』筈一・

　一軸対称断面の場合には，x，＝0またはys＝0であ

　　1　∂2　　　∂2　　　　∂　　　　　　　　　　　　1
　　c22∂t2一κ匂7　　「Cvb7x

晶（㌃）2・諸一向一かノー昔

　　　1　　　∂2
　－7エ・百　　　　o

　　　　　…　　　　　。＊・、2£

るから，式⑳は2個の微分方程式よりなる方程式系

と，4個の微分方程式よりなる方程式系とに分解され

る。たとえば，X軸に関して対称な断面の場合には，

y、＝0として，x軸方向の曲げ振動に対しては式⑭が

あてはまり，一方y軸方向の曲げとねじれは連成し，

その振動方程式はつぎのように表される；

画誓＊暢）一ρF（∂2v＊　∂29∂t・－Xs∂〆）一・

・鋼芸＋E」駿一・，G悔ρみ雑一・

（・＋r・、。・）G」。＊筈一砺・G」。＊芸

　　　　　　　　＋ρF（　∂2v＊　，∂2ρXs∂t・一　「s∂〆）一・

・・、。・G」。＊一
U＋E（）w・讐＊－r・、。・GJ。＊8・

　　　　　　　　　　　　　一ρc。＊慧i）一・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⑳。－d

これに対し，X軸に関して対称な断面で，曲げおよび

反り拘束ねじりに伴なうせん断変形，曲げ回転慣性な

らびに反り慣性をともに無視した場合のy軸方向の曲

げと反り拘束ねじりの連成振動の支配方程式は，式

⑳b．，でys＝0とおいて，つぎのようになる；

E」嘉＊＋ρF（∂2u＊　　∂29∂t・－x・∂t・）一・

ECw・
ﾖ一Gみ＊裳一ρF（み慧＊

　　　　　　　　　イ誓多）一・

⑳。．b

　　　4．曲げねじれ自由振動波の波動解析

　ここでは一軸対称断面（y、・＝Oの場合とする）ばり

の曲げねじれ振動を例に選んで，その自由振動波の波

動解析を行う。

　まず，支配方程式⑳をMatrix表示すると

∂2

　　　　一百工・万戸

　　　　　　　0

－（・＋r・tU・）・㌧昔＋☆・㌶昔

　　　　　　　（COC2）2rtU・昔一臨

0

　　0

　＊、旦
κω「t∂z

　　1　　　∂2
　　　　4＿！＿2＿
　7「・∂〆

v＊

ψエ

8＊

＝0

⑳’

ここに

　　　，＿五
　　「x－F　　　・

　　　一旦
　　Co一ρ　　　　，

　、＿避
「t－ @F　　　・

　一旦
c2一 ﾏ

⑳。．，
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したがって，式⑳’からψ。，ρ，8＊を消去すると，v＊のみに関する微分方程式がつぎのように書ける；

1　∂2 ∂2

C、・∂t・一向百

　　∂
κ緩

　1　　　∂2

－7み∂t2

　　　0

　　∂　　　　　　　　　　　　　　1　　∂2
κ斑　　　　　　　　　一7㌻x・一百　　　　　　　0

（COC2）2・ノ昔一・仁÷…一昔　0　　　　　・

　　　　　　・　一（1十κω＊）・t・一芸・＋÷…書ン・。＊・・湯

　　　　　　…　、、）・晶（：1）2・。・昔一・・＊れ・一か。 　∂2

4＿L　∂t2

⑳

v＊＝0

　さて，位相速度Cp，波長λで無限長のはりを伝播する正弦波を考える。すなわち，　Cを任意定数として

　　v・－C…㍗（・一…）　　　　　　　　　　　　　BZ
　式㈲，Bカより，∂2／∂♂＝一（2π／2）2，∂2／∂t2＝一（2π／λ）2Cpa2を考慮して，固有値問題として波速Cpを定める次式、

が得られる；

㈲2（CpC2）2－・・㈲2　－r・y　　－（㌃）2（誓）2　XS

・，
汲Q（COC2）2・鼎2＋・　（貿）㌧鼎2・

一（㌃）2㈲2ヱ、　・一（・＋r…）・・2㈲2＋（㌃）2・・

0 0 r・、。＊rt2

i2πえ）2

計算に便利なように，代数方程式の形で表すと，つぎ

のようになるi

al

i㌃）8－a・（㌃）6＋a3（㌃）4…（貿）2＋a・　＝・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⑬ノ

ここに

al－・6・・β（・－r）C午）4

a、一・6．・β｛・＋r・w・＋・・、＋・μ（・一γ）｝（÷）4

　　＋・z2（・。＊＋β・，）（・一・）（÷）2

a、　＝　16π4β｛r・，（1＋・。＊）＋2μ（1＋・・＊＋a…）

　　　　　　　　　　＋μ・（・一γ）｝（一完」4

十4π2｛rcω＊十β鞠十（α十β）rCyrCtO＊

　　　　＋μ（r・。）・＋β・y）（・一γ）｝（芋）2

　　＋rCyrc。＊（α一γ）

a、＝16π4βpe｛2・，（1＋・。＊）＋μ（1＋・・＊＋a・・v）｝

（与）4＋…｛輌＊（・＋・μ＋βμ）

＋ILt（・。＊＋β・の｝（与）2＋・・κ・＊

炉・6・・f3輌（1十κω＊）（辛）4

　　　　　　＋…」tt・r・・rc・＊（与）2

　　　　　　　　　　　　　　　　　⑭。．，

0

0

　　　　　・（2πR）2－・。＊・t・

巴）2・。・㈲2＋・・＊・t・一（CpC2）2・♂㈲2

さらに

・一
irsrt）2－　J．＊

β一（　　2プωrxrt）2一鷲。

γ一
iXsrt）2一鷲

・一
iCOC2）2－2

占＋ゐ＋F（エs2十Ys2）

＝0

⑬

⑬。．d

　式⑬または式⑬’を解いて求まる4個のCpは，4種

のModeの伝播速度を表すことになる。ここではそ

の4種のModeを最も卓越する変形で代表させて，

それぞれv＊－Mode，ψ。－Mode，9－Mode，8＊－

Modeと呼ぶことにする。

　なお，曲げおよび反り拘束ねじりに伴なうせん断変

形，曲げ回転慣性，ならびに反り慣性をともに無視し

た場合には，式⑳に基づき，Cpを定める方程式として

次式を得る；

　　・〆・（辛）2－（㌃）2　－（fl）2－・

　　　一γ（㌃）24・・βμ（守）2＋・一・（芸）2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　66）

これは2種のModeの伝播速度を与えるが，ここで

は上記の場合と同様にその2つのModeをそれぞれ
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［：kl

「

L

t 「

ぺ

　　　　　　　［こゴ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　図一2

v＊－Mode，ρ一Mode，と呼ぶことにする。

5．数値計算結果と考察

1軸対称断面とそのSω＊一図

　4種の代表的な一軸対称断面の薄肉ばりについて，

4．の波動解析を数値的に行い，その曲げねじれ自由

振動波の伝播特性を調べてみる。4種の断面形をS、＊

一図とともに図一2に示す（x軸を対称軸とする）。数

値計算にあたって，図一2の記号で記した断面寸法に対

して無次元量

　　k・一㌃・1一㌃，解→　　　ez．－c

を導入する。

　これらの記号を用いて，各断面形に対して計算され

る各種の断面定数のうち，St．　Venantのねじり定数

JT＊，せん断中心Sの座標Xs，反り定数Cω＊非対称軸

（y軸）方向への曲げせん断補正係数仰，反りせん断補

正係数κω＊の表式，ならびに勒およびκω＊の特性を

列記すればつぎのようである。

　不等フランジをもつ1断面の場合

　　J・＊一乎（・＋k＋の

　　　　h　　（k－1）（k2十kl十12－213）
　　エ8＝百゜　（k3＋1・）（1＋k－　1）

　　c・＊一豊・島　　　　（39）a－，

　　1　6　　　　　ん5十15
　　rCy　5（k2－kl十12）（k3十13）

　　☆一言（th）惣＋の易＋k＋の

1／rCyの値は，板厚tuこは無関係に，両フランジ幅の比

a／b（＝k／のとともに増大し，1／κ。＊の値は，板厚tの

増大（t／hの増大），フランジ幅の減少（k，1の減

少）とともに大きくなる性質を有する。

　チャンネル断面の場合

　　e・　T＊斗（・＋・k）

　　　　　　　ゐ2（1十3k）
　　Xs＝4h・　　　　　　（1一ト2k）（1十6k）

　　c・＊一一告・彗鵠

　　1　61十10k十30k2十20k3
　　rCy　　5　　　　　　（1十6k）2

☆一÷（！ん）2（1＋2”）（罐蒜2糾36旦

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（39）。－e

1／rCyの値は，板厚tとは無関係に，フランジ幅bの

増大（kの増大）とともに大きくなり，一方1／κ、＊は，

1断面の場合と同様な傾向を示すが，値そのものはk

の小さい領域では1断面のそれよりもかなり大きい。

　巳断面の場合

　　　　　聯蕊㌫池｝／

ここに

∫一鵠…窺・9－、＋緩荒鷲8勿，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　㈲。．b

1／rCyおよび1／κω＊の表式は非常に複雑になるので，

表一1　C断面の曲げせん断補正係数（1／rCy）

ぷ
0．05

0．10

0．15

0．20

0．25

0．30

0．　35

0．40

0．45

0．50

1

5．201

5．872

6．585

7．333

8．107

8．895

9．680

10．441

11．155

11．793

1／2

3．563

4．102

4．686

5．308

5．960

6．628

7．295

7．937

8．528

9．033

1／3

2．971

3．468

4．011

4．593

5．207

5．839

6．471

7．078

7．630

8．092

1／4 1／5

2．657

3．135

3．658

4．222

4．818

5．434

6．049

6．640

7．174

7．615

2．461

2．927

3．439

3．992

4．579

5．185

5．792

6．373

6．897

7．325
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0．02　　　0．04　　　0．06　　　0．08　　　0．10　　　0．12　　　　　　　0　　　　　　0．02　　　0．04　　　0．06

　　　　　　t／h　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t／h

　　　c／h＝0．25の場合　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c／h－0・40の場合

　　　　　　　図一3　0断面の反りせん断補正係数（1／κω＊）

（ψ一M・de）

！（v三Mode）

命

θ一Mode

lll　’　　　’

ψブMode

ψ一Mode

ll　’

P　∫

：’

の主Mode

’

3．0

2．5

2．0

ミ

8
1．5

1．0

0．5

0．08　　　0．10　　　0．12

1（9－M・d・）
　　　／

@／　　　　＊

^

∬

（幻一Mode）

＊

0－Mode
　！

^

ψ一Mode

／

9－Mode

　／

I
秒±Mode

　’’1　　／　∠

　　　　0　　　　　　0．2　　　　0．4　　　　0．6　　　　0．8　　　　1．O　　　　oO　　　　　　　O　　　　　　O．2　　　　0．4　　　　0．6　　　　0．8　　　　1．O　　　　oo

　　　　　　　　　　　γノλ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　rx／λ一一一→
　　　　　工断面（α／h・1／4，b／h・1／2，　t／h＝1／10の場合）　　　　　　　チャンネル断面（a／h・1／2，　t／h・1／10の場合）

図一4不等フランジをもつ工断面とチャンネル断面のはりの曲げねじれ振動波の位相速度Cpと波長λとの関係の一例

ここでは省略し，数値計算結果の一部を1／rCyについ

ては表一1に，1／κω＊については図一3に示すにとどめ

る。ユ／rCyの値は，板厚tには無関係に，フランジ幅b

の増大（kの増大），アゴCの増大（mの増大）とと

もに大きくなる。1／κ。＊の値は，板厚tの増大（t／h

の増大），フラソジ幅bの減少（kの減少）とともに

大きくなるが，アゴC（m）の影響はあまり受けない．

　スリットをもつ円管断面の場合

　　　　」・＊＝ SD・3

Xs＝D
C。＊－4・（・L6）D・t

1 6

「c・ o・＋（B）2｝2

fi－2・i3旦・・＋8・585
（B） 2

㈲。．，

7＝・6・’一
1

rCtO
（π2－6）2

　　　－・．987（旦D）2

1／rCyおよび1／κω＊の特性は式㈱より明らかである。

　各種の断面定数を知れば，式⑬あるいは式B3ノによ

って，振動波の位相速度Cpと波長λとの関係を求め

ることができる。その計算結果の一例として，図一2の

4種の断面形のおのおのについて一ケースつつを，図

一4および図一5に実線で示す。図中の破線は，曲げおよ
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3．0

2．5

↑・・

㌻、，

1．0

O．5

『剛・d・）

1　　’
＊θ一Mode

1

ψ。－Mode
1　’
P　’
P　’ 9－Mode

1’
P｜，

砂こMode

　　　　　0　　　　　　0．2　　　　0．4　　　　0．6　　　　0．8　　　　　1．0　　　　00

　　　　　　　　　　　　　rx／λ
　　　　　　　C断面（α／h＝1／2，c／h＝1／4，　t／h＝1／10の場合）

　　　　図一5

び反り拘束ねじりに伴なうせん断変形，ならびに曲げ

回転慣性および反り慣性を無視した慣用の曲げねじれ

理論に基づく式臼より計算された結果を表している。

　図一4および図一5から明らかのように，1／2が小さい

領域，すなわち長周期の振動においては，両理論の結

果は一致しているが，1／λが大きい領域では，前者の

理論による波速は波長（振動数）にほぼ無関係に一定

であるのに対し，後者の理論による波速は振動数の増

大とともに極端に大きくなってしまう。このことは短

波長波すなわち高周波振動においては，後者の理論に

よれば，振動波形は伝播の過程で次第にくつれていき

いわゆる分散現象を呈し，しかもその伝播は瞬間的で

あることになる。これに対し，前者の解析によれば，

4つの波列が振動数にはほとんど無関係に一定速度で

伝播することになるから，衝撃問題のようにTime

Delayが意味をもつ曲げねじれ振動の解析がはじめ

て可能になる。

3．0

2．5

2．0

ミ
81．5

1．0

0．5

1（9－Mode）『 　1

^（が一M・d・）

‘　　　　　　　　　　／

P　　　　　／
P　　　　　’

lIl　　　　／

@　　　　　　ノ

0こMode

：二二

1 ρ一Mode1’ll　　ノ

ψ。－Mode

．

1　　1

P　ノ
I　1
@　1

わtMode
　一

怐E一

@一0　　　　　　0．2　　　　0．4　　　　0．6　　　　0．8　　　　’1．O　　　　oO

　　　　　　　rx／λ
　　スリットを罐，っ円管断面（t／D・1／10の場合）

ロ断面とスリットをもつ円管断面のはりの曲げねじれ振動波の位相速度Cpと波長λとの関係の一例

6．おわりに

　はりの曲げに関するいわゆるTimoshenko　Beam

Theoryを，薄肉開断面ばりの一般的な変形，すなわ

ち曲げと反り拘束ねじりの連成問題に拡張し，衝撃的

荷重を受けるそのようなはりの過渡的応答の解析に際

して，その基盤iとなり得る基礎理論の関発につとめ

た。

　本報告の特徴は，曲げおよび反り拘束ねじりに伴な

うせん断ひずみの取り扱いに際して，薄肉中心線の全

長にわたってエネルギー論的平均化の処置を施した点

にある。それによって，基本変形量を最も一般的な場

合でも6個に限定することができ，慣用の曲げねじれ

理論による支配方程式と対応関係を保持する形の基礎

微分方程式を得ることができた。換言すれば，本論の

支配方程式の係数は慣用の曲げねじれ理論において現

れる断面の諸定数に，新たに曲げおよび反りせん断補

正係数が加わったにすぎない点で特徴的である。

　代表的な一軸対称断面のはりの曲げと反り拘束ねじ

りの連成振動の自由振動波について，解析を行った結

果は，定性的には満足のいくものであったが，前記の

近似的処置に対する精度上の保証は，より厳密な解析

によって裏づけられなければならないことはいうまで

もない。この種の検討と，具体的な薄肉ぽりの衝撃的

曲げねじれ問題の解析への発展ならびに実験的検証に

ついては今後の課題である。
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