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1 序論

1.1 研究背景

同期現象とは、複数の振動子が互いの位相を揃えて、広義には振動子間の位相差を一定
にしながら振動する現象のことである。この現象は力学系、化学系および生物系のような
巨視的かつ古典的な系において既に観測されている [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11]。同期
現象の理論の発端となる始祖的なアイデアはWinfreeとGuckenheimerによって提案され
た [12, 13]。近年では、同期現象は現象論的な理論モデルである蔵本モデル [14, 15, 16]、
数値計算によるシミュレーション [16, 17]、および数学的理論など [18, 19]、基礎的な観点
から研究がなされている。さらに、同期現象をデバイスへの応用を目指した研究もなされ
ている [11, 20]。さらに、同期現象の考えを用いることで、単一のデバイスからの出力が
小さくても、複数のデバイスを適切な方法により結合させることによって、コヒーレンス
性を有し、より高い出力を得ることが期待されている [9, 10]。例えば、光科学や光技術に
必要不可欠であるレーザーも物質系による同期現象の１つであると考えられる。レーザー
は誘導放出によるフィードバック過程を介して、励起された物質系からコヒーレントな光
が放出される発光現象であり、様々な光共振器で実現されている [21, 22, 23]。このレー
ザーの起源である誘導放出は、半古典論てきな光と物質ぼ相互作用の理論によって記述さ
れる。半古典論では、量子化された物質系と古典的な電磁場が相互作用する理論であり、
レーザーは古典的な発光現象であり、かつ古典的な同期現象である。
一方で、量子力学的効果に由来する同期現象も観測されており、それは例えば superra-

diance（超放射）として観測されている。これは、図 1に示したように、光を介して結合し
た分極集団が同位相に振動することで、協力的に光放出する発光現象であり、分極集団に
よる同期現象であると考えられる [24, 25, 26, 27]。Superradianceの起源は自然放出であ
り、これは光の量子性を反映した真空ば揺らぎに由来する発光過程である。この真空場揺
らぎの効果は、先ほどの半古典論とは異なり、光も量子力学的に扱う全量子論的な物質と
光の相互作用理論を用いることで、初めて現れる効果である。つまり、superradianceはこ
の量子力学的効果である真空場揺らぎを起源に持つので、量子論的な同期現象であると考
えられる。superradianceは、初期状態で高い反転分布を持つとき、高強度なパルス状の
発光を呈し、この発光パルスのピーク強度 Ipeakは分極数Nの２乗に比例し (Ipeak ∝ N2)、
パルス幅 τwidthは分極数に反比例する (τwidth ∝ N−1)ことが知られている [24, 25, 26, 27]。
反転分布が実現していなくても、分極間のコヒーレンス形成によって、有効な発光寿命
τeff は分極の数に反比例する (τeff ∝ N−1)ので、通常の自然放出よりも発光が早く緩和す
る [24]。この superradianceは、古くから既に Cs原子ガス [28, 29]、HF分子ガスや KCl

結晶中のO分子イオンのような系で観測されている [30]。ところが近年では、多重量子
井戸や量子ドット集合系などのような固体材料からも superradianceが観測されており
[31, 32, 33, 34, 35, 36]、この発光現象のメカニズムを用いた、レーザーにとって代わるよ
うな超短パルスコヒーレント光源への応用を念頭に、superradianceの研究が盛んになっ
ている。さらに、superradianceはレーザートラップされた原子系や [37, 38]、励起子系に
おいて [39, 40]、物質系のコヒーレンス性の表れであるBoes–Eisstein凝縮の指標として研
究に用いられる。また、superradianceは分極集団が光を介して結合して生じる同期現象
であるので、光場の空間的分布や、分極の配置の仕方を適切に設計することで、分極の同
期を制御できる可能性も数値計算を用いたシミュレーションによっても示唆されている
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[41]。分極集団が同位相に振動することで生じる superradianceとは対照的に、それらが逆
位相で振動することで生じる subradianceという現象も観測されている [24]。これは、物
質系が保持するエネルギーの緩和が通常の自然放出よりも遅くなり、さらに発光も抑制さ
れる現象で、レアメタルに含まれる元素のイオン系において既に観測されている [42, 43]。
この subradianceを、superradianceを制御するために応用できることを示唆した研究も存
在する [44]。このように、光子場を介して形成された量子コヒーレンスに由来する同期現
象、つまり superradianceおよび subradianceは、様々な系から観測されており、基礎研
究的および応用的な観点から研究がなされている。
光を介して結合した分極による同期現象である superadianceとレーザーはそれぞれ、全

量子論的な発光過程である自然放出と、古典的な発光過程である誘導放出を起源に持つ。
通常、レーザーは光を古典的な電磁場として扱う半古典論によって記述される [45, 46]。し
かしながら、量子力学的効果である真空場揺らぎを、現象論的にランダム力 (Langevin力)

として取り扱うことで、superradianceも半古典論の範疇で記述できてしまう [47, 48, 49]。
この時、superradianceとレーザー、両者の起源は、同じ半古典論的な光と物質の相互作用
を表す運動方程式で記述される。そのため、superradianceの起源である自然放出は、半
古典論の範囲ではレーザーの起源である誘導放出と区別できないのである。自然放出と誘
導放出をそれぞれ区別して取り扱うためには、量子化された光と、同じく量子化された物
質が相互作用する全量子論的な理論が必要になる。例えば、我々は過去の研究において、
共振器QED系における superradianceとレーザーのクロスオーバーを議論した [50]。こ
の過去の研究では、superradianceとレーザーの両者には、物質系のコヒーレンス性を表
す量子相関の形成過程に違いがあることを見出した。
古典的な同期現象を説明する理論モデルとして蔵本モデルが挙げられる。このモデル

は、様々な同期現象を説明する際に有用なモデルとして有名である。前に述べたように、
superradianceは光の量子性が関わる発光現象であるので、これは量子力学的効果が関与
する同期現象であると見なすことができる。しかし、この様なナノスケールの系における
同期現象において、量子揺らぎの効果がどのように寄与するかは明らかになっていない。
さらに、量子力学的な発光現象である superradianceと、古典的な発光現象であるレーザー
のクロスオーバーに関する、同期現象的観点からの包括な議論は未だなされていない。

1.2 研究目的

本研究では、まず量子力学的な効果が及ぶミクロな系における同期現象の普遍的なメカ
ニズムを明らかにする。これは、1.1章で述べたように、光の量子性に由来する発光現象
である superrdianceを同期現象的に解析することで、ミクロな量子系における同期現象
の起源を明らかにする。さらに、共振器QED系では superradianceの起源であり、量子
論的発光過程の自然放出、またレーザーの起源であり、古典的発光過程である誘導放出の
両者が共存し得る。そこで、共振器QED系における superradianceとレーザーのクロス
オーバーを同期現象的な観点から議論することで、古典的な発光現象であるレーザーに対
して、量子論的発光現象である superradianceのメカニズムがどのように寄与するかを明
らかにする。同期現象は主にマクロな古典系において観測されてきたが、本研究では量
子力学的効果である量子揺らぎが影響するミクロな物質系における同期現象を議論する。
superradianceはエネルギーの散逸を伴いながら物質系のミクロな量子状態を形成してい
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る。このような非平衡的な現象を、非線形科学の１つである同期現象を用いて議論するこ
とで、非平衡非線形な量子論に関する新たな研究領域の開拓を目指す。

1.3 本論文の構成

本論文は以下の様に構成されている。まず本研究を行う上で基礎となった事項を第 2章
と第 3章で述べる。第 2章では、Dickeの superradianceの理論について説明する。super-

radianceの特徴である発光寿命が短縮されるメカニズムを、物質系の量子力学的状態であ
るDicke状態を用いて確認する。第 3章では、振動子集団の同期現象を記述する数理モデ
ルの１つである蔵本モデルの議論について確認する。この蔵本モデルの議論において、振
動子集団が同期するために振動子系が満たすべき条件が明らかにされる。その条件の導
出過程について説明する。第 4章では、本研究で扱う理論モデルの説明と、superradiance
とレーザーを記述できる一般的な時間発展方程式を、半導体 Luminescence方程式に基づ
いて導出を行う [51, 52]。第 5章では、superradianceを量子論的な同期現象として解析
し、量子系における同期現象の起源を明らかにする。ここでは、光子環境中に２準位系が
N = 2つ設置されている状況を想定し、この系の発光ダイナミクスを記述する時間発展
方程式を、第 4章で得られた Luminescence方程式を用いて導出する。さらに、導出され
た時間発展方程式から、同期現象の観点から議論するための分極振動の位相に関する時間
発展方程式を導出する。この位相に関する時間発展方程式を、蔵本モデルのアナロジーを
用いて解析し、同期現象の起源、そのメカニズム、および分極同士が同期するための条件
を明らかにする。第 6章では、N個の２準位系が、単一モードの光子と相互作用する状況
を想定し、同様にこの系における時間発展方程式を第 4章で得られた Luminescence方程
式から導出する。同様に、導出した時間発展方程式から、分極集団の位相に関する時間発
展方程式を導出し、蔵本モデルのアナロジーを用いることで共振器QED系における分極
集団が同期するための条件を導出する。さらに、導出された同期条件が、系のパラメータ
に対してどのように変化するかを議論し、superradianceとレーザーが共存する系におけ
る、superradianceの発生メカニズムの役割を明らかにする。第 7章において、本研究の
総括を行う。
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2 Superradianceの一般論

2.1 Dickeの superradiance理論

初めに、Dickeによる superradiance（超放射）の理論について簡単に説明する [24, 26]。共
鳴エネルギーが ℏω0である２準位系の原子をN個用意する。各原子は添字 i = 1, 2, · · ·, N
によって区別する。この系のエネルギーを

H = H0 + E

N∑
j=1

σzj ; E = ℏω0 (2.1)

で与える。ここで

H0 = (原子の運動エネルギー) + (原子同士の相互作用) (2.2)

である。式 (2.1)の２項目は原子の内部エネルギー（原子中の電子のエネルギー状態）を
表す。電子のエネルギー状態は２つ準位があるとし、電子スピンのアナロジーを用いて表
す。つまり基底状態を downスピンと見なしそれを |−⟩、励起状態を upスピンと見なしそ
れを |+⟩とすると

σzi |±i⟩ = ±1

2
|±i⟩ (2.3)

である。σizは i番目の２準位系のエネルギー状態を参照する演算子である。また、

[H0, σ
z
i ] = 0 , [σzi , σ

z
j ] = 0 (2.4)

であるので、原子の状態はH0の固有値と各 σzi の固有値で指定できる。原子系の固有状
態を

ΨgM = Ug(r1, r2, · · ·, rn)|s1, s2, · · ·, sn⟩ (2.5)

とする。ここでUgはN個の原子に関する波動関数、|s1, s2, · · ·, sn⟩は i番目の原子内部電
子のエネルギー状態を指定する記号で、励起状態なら si = +、基底状態なら si = −とす
る。mは励起・基底状態にある原子の数をそれぞれN+, N−としたとき、

M =
N+ −N−

2
; N = N+ +N− (2.6)

であり反転分布を表す。H0の固有値をEgとしたとき、原子系のエネルギー固有値EgM
は

EgM = Eg +ME (2.7)

であり、式 (2.5)で表される状態は次の固有方程式の固有状態である。

HψgM = EgMΨgM (2.8)

原子系の固有状態が原子の入れ替えに対して対称であるとき、EgM のエネルギー状態は

N !

N+!N−!
=

N !(
N

2
+M

)
!

(
N

2
−M

)
!

(2.9)
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だけ縮退している。原子が区別できなくて、原子がBoson的ならUgは入れ替えに対して
対称で、Fermion的なら反対称である。H0は Ugのみに作用する。

H0Ug = EgUg (2.10)

一方で Pauli演算子 σxi , σ
y
i , σ

z
i は i番目原子内部の電子状態に作用する。

σxi |±i⟩ =
1

2
|∓i⟩ ; σxi =

1

2
(|−i⟩⟨+i|+ |+i⟩⟨−i|) (2.11)

σyi |±i⟩ = ± i

2
|∓i⟩ ; σyi =

1

2
(|−i⟩⟨+i| − i|+i⟩⟨−i|) (2.12)

σzi |±i⟩ = ±1

2
|±i⟩ ; σzi =

1

2
(|+i⟩⟨+i| − |−i⟩⟨−i|) (2-44)

このPauli演算子を用いて、i番目原子の電子のエネルギー状態を変える昇降演算子 σi±を
次のように与える。

σ±
i = σxi ± iσyi = |±i⟩⟨∓i| (2.13)

σzi =
1

2
(σ+

i σ
−
i − σ−

i σ
+
i ) (2.14)

で与えられ、これらの演算子は次の交換関係を満たす。

[σzi , σ
±
j ] = ±δijσ±

i , [σ+
i , σ

−
j ] = 2δijσ

z
i (2.15)

ここで collectiveな演算子を

Rx =
N∑
j=1

σxj , Ry =
N∑
j=1

σyj , Rz =
N∑
j=1

σzj (2.16)

R2 = R2
x +R2

y +R2
z =

(
N∑
j=1

σxj

)2

+

(
N∑
j=1

σyj

)2

+

(
N∑
j=1

σzj

)2

(2.17)

で導入する。そうすると式 (2.1)は

H = H0 + ERz (2.18)

と書き換えることができ、また式 (2.5)より

RzΨgM =MΨgM (2.19)

であることがわかる。ところで、
[H, R2] = 0 (2.20)

であるので、原子系の状態はさらにR2の固有値J(J+1); J = −N
2
,−N

2
+1, ···, 0, ···, N

2
−1, N

2

で指定できる。
HΨgMJ = (Eg +ME)ΨgMJ (2.21)

R2ΨgMJ = J(J + 1)ψgMJ (2.22)
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初期状態が完全反転分布 J =M = N
2
の状態は

ΨgN
2

N
2
= Ug(r1, · · ·, rN)|+, · · ·,+⟩ (2.23)

である。ここでMを１つ増やす・減らす、つまり励起状態を１つ増やす・減らす演算子を

R± = Rx ± iRy (2.24)

で導入し、R±は次のように作用する。

R±ΨgMJ =
√
(J ∓M)(J ±M + 1)ΨgM±1J (2.25)

この演算子の交換関係は次式のようになる。

[Rz, R±] = ±R± , [R+, R−] = 2Rz (2.26)

これを用いてR2をR±で書き直すと、

R2 =
1

2
(R+R− +R−R+) +R2

z (2.27)

である。状態 ΨgMJ の電子状態の部分を |J,M⟩と書く事にする。このとき |J,M⟩は式
(2.21)、式 (2.22)および式 (2.25)を満たすとする。完全反転分布状態を表す式 (2.23)に k

回作用させると、

(R−)
k|J, J⟩ =

√
2J · 2(2J − 1) · · · k(2J − (k − 1))|J, J − k⟩ (2.28)

となる (J = 1/2)。式 (2.28)の平方根の部分は

2J · 2(2J − 1) · · · k(2J − (k − 1)) = (1 · 2 · · · k) · [2J · (2J − 1) · · · (2J − (k − 1))]

=
k!(2J)!

(2J − k)!

2Jは励起状態の数で、そこから k個減らしたので、2J − kは残った励起状態の数である。
式 (2.28)を書き換えれば

|J, J − k⟩ =

√
(2J − k)!

(2J)!k!
(R−)

k|J, J⟩ (2.29)

が得られる。J − kは残った upスピン（励起状態）を表すので、J − k = M。これを用
いて、式 (2.29)は次のように書き換えられる。

|J,M⟩ =

√
(J +M)!

(2J)!(J −M)!

(
N∑
j=1

σ−
j

)J−M

|+,+, · · ·,+⟩ (2.30)

この式 (2.30)は、図 2.1のようなエネルギー準位で表される。例えば、J = 3/2,M = 1/2

（原子が３つ存在し基底状態が１つ、励起状態が２つある場合について、式 (2.30)を計算
してみると、 ∣∣∣∣J =

3

2
,M =

1

2

〉
=

1√
3
(|−,+,+⟩+ |+,−,+⟩+ |+,+,−⟩) (2.31)

–8–



図 2.1 Dicke状態 |J,M⟩のエネルギー準位

となる。このように原子の入れ替えに対して対称、もしくはエネルギー状態を区別しない
collectiveな状態をDicke状態という。一般のDicke状態 |J,M⟩は式 (2.9)で表される縮退
度だけ、つまり (2J)!/[(J +M)!(J −M)!]の原子系の状態ケットが重ね合わされている。
Nが小さいときは式 (2.31)のように簡単に書けるが原子の数が多い場合は大変なので、対
称化演算子 Sを用いて式 (2.30)で表されるDicke状態を次のように略記する場合もある。

|J,M⟩ = S[|+,+, · · ·,+︸ ︷︷ ︸
J+M

,−,−, · · ·,−︸ ︷︷ ︸
J−M

⟩] (2.32)

演算子 σ+
i σ

−
i は i番目の原子が励起状態にあるか否かを問い合わせる演算子で、励起状態

であるならば固有値 1を与える。基底状態ならば固有値 0を与える。これとは逆に演算子
σ−
i σ

+
i は i番目の原子が基底状態にあるか否かを問い合わせる演算子で、励起状態ならば

固有値 0を、基底状態ならば固有値 1を与える。交換関係を表す式 (2.15)を用いれば次の
関係式が成立する。

⟨J,M |
∑
i

σ+
i σ

−
i |J,M⟩ = ⟨J,M |

∑
i

(
σzi +

1

2

)
|J,M⟩ = J +M (2.33)

⟨J,M |
∑
i

σ−
i σ

+
i |J,M⟩ = ⟨J,M |

∑
i

(
1

2
− σzi

)
|J,M⟩ = J −M (2.34)

つまり、全ての原子について合成した演算子
∑

i σ
+
i σ

−
i は励起状態にある原子の数、

∑
i σ

−
i σ

+
i

は基底状態にある原子の数を固有値に持つ。系が状態 |J,M⟩にあるとき、この状態間の
遷移は図 2.1のようなエネルギー間隔が ℏω0の 2J + 1 = N + 1個のエネルギー準位のは
しごを一番上の準位M = Jからどんどん下に降りていきながら光子を放出していくよう
なイメージである。
　次にDicke状態間の遷移確率を考えてみる。原子と電磁場の相互作用は dipole相互作用
で扱い、原子系は波長 λ = hc/Eに比べて十分小さい領域に存在すると仮定する。

Hint = −E(0) ·
N∑
j=1

Pj (2.35)

分極演算子Pjは電子のエネルギー状態について表現をとったとき非対角成分のみを持つ
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（電子のエネルギー状態を変える）演算子であるので、Pjは次のように表現できる。

N∑
j=1

Pj =
N∑
j=1

µσ−
j + µ∗σ+

j = µR− + µ∗R+ (2.36)

µは遷移双極子モーメントである。電場Eは光場に対応する電場であるが今は原子の電
子状態に着目するので顕には取り扱わないことにする。１つの原子が光子を放出するレー
トは、

W1 = |⟨−j|(µσ−
j + µ∗σ+

j |+j⟩|2 = |µ|2 (2.37)

であり、j番目電子が励起状態で見出される確率 P+は

∂P+

∂t
= −W1P+ = −|µ|2P+ (2.38)

であるので１つの原子からは指数関数的な減衰をし、発光 (∝ −∂P+/∂t)も指数関数的減
衰をする。一方で、一箇所に集まったN 個の原子系の光子放出レートは原子系が Dicke

状態であると仮定すれば、collectiveな分極演算子R±を用いて

WN = |⟨J,M − 1|(µR− + µ∗R+)|J,M⟩|2 (2.39)

で与えられる。式 (??)を用いれば

WN = |µ|2(J +M)(J −M + 1) (2.40)

と計算できる。つまり遷移確率は原子が１つの場合とは異なり、一定ではなく原子系の大
きさ Jと励起状態の大きさMに依存する。原子系が完全反転分布M = J、励起状態と基
底状態が半分ずつM = 0、すべて基底状態M = −J の場合は次のように計算できる。

M = J ; WN = 2ΓJ = |µ|2N

M = 0 ; WN = ΓJ(J + 1) = |µ|2N
2

(
N

2
+ 1

)
M = −J ; WN = 0

発光強度はこの遷移確率WN に比例するので、N が充分に大きければ、M = 0のとき、

WN = |µ|2N
2

(
N

2
+ 1

)
≃ |µ|2N

2

N

2
= |µ|2N

2

4
∝ N2

であるので、M = 0のときWN は最大になるので、つまり発光強度のピーク値は原子数
N の２乗に比例することが分かる。また、発光スペクトルが左右対称なパルス状である
なら、発光スペクトルを時間で積分したもの、つまり面積は放出された光子に比例するの
で、面積はNに比例する。ピーク強度はN2に比例するので、面積はパルス幅とピーク強
度の積に比例するので、このことからパルス幅は 1

N
に比例することがわかる。このよう

な発光を superradianceと呼ぶ。ところで、

⟨R+R−⟩ (2.41)

= ⟨J,M |

(∑
i

σ+
i

)(∑
j

σ−
j

)
|J,M⟩ =

∑
i( ̸=j)

⟨J,M |σ+
i σ

−
j |J,M⟩+

∑
i

⟨J,M |σ+
i σ

−
i |J,M⟩

(2.42)
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であるが、ここで異なる原子間の分極の相関 ⟨σ+
i σ

−
j ⟩が添字に依らない、つまり原子同士

は同じ相関を持つと仮定すれば、

⟨R+R−⟩ = N(N − 1)⟨σ+
i σ

−
j ⟩+ (J +M) (2.43)

であり、(2.25)を用いれば分極の相関が次式のように得られる。

⟨σ+
i σ

−
j ⟩ = ⟨J,M |σ+

i σ
−
j |J,M⟩ = J2 −M2

N(N − 1)
(2.44)

ここでM = 0のとき発光強度は最大になるが、そのときの分極の相関は、

⟨σ+
i σ

−
j ⟩|M=0 =

J2

N(N − 1)
=
N2

4

1

N(N − 1)
=

1

4

N

N − 1
=

1

4

1

1− 1
N

であるが、N が充分大きい場合では、

⟨σ+
i σ

−
j ⟩|M=0 =

1

4
= 0.25 (2.45)

と計算できる。つまり superradianceの場合、発光強度が最大値に達するとき分極の相関
は 0.25であることが分かる。分極の相関の直感的なイメージは異なる原子が持つ分極同
士のコヒーレンス度合いを表すものであるが、superradianceの場合は分極の相関は 0以
上の値をとるので分極の向きが揃っている傾向にあると言える。M = 0の時が縮退度が
最大、つまり物質系のコヒーレンスが最も形成されていることになる。

2.2 Superradianceの発光特性

次に superradianceの発光の時間波形を具体的に求める [27]。原子（エネルギーギャッ
プが ℏω0の）がN 個ある場合の発光を考える。系のハミルトニアンを次のように置く。

H = ℏω0Rz + ℏν
(
b†b+

1

2

)
+ ℏg(b†R− +R+b) (2.46)

以下、原子の共鳴周波数と光子のモード周波数は等しいと仮定する (ω0 = ν)。発光強度

I =
∂

∂t
⟨b†b⟩ (2.47)

を得るために、反転分布Rz、光子数 b†b、分極 b†R−のHeisenberg方程式

∂O

∂t
= − i

ℏ
[O,H] (2.48)

をそれぞれ求める。ここで系全体の状態を表す密度演算子を ρとして物理量Oの平均値
を ⟨O⟩ = Tr[ρO]で表す。

[Rz,H] = ℏg([Rz, b
†R−] + [Rz, R+b]) (2.49)

= ℏg(b†[Rz, R−] + [Rz, R+]b) = −ℏg(b†R− −R+b) (2.50)
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[b†b,H] = ℏg([b†b, b†R−] + [b†b, R+b]) (2.51)

= ℏg(b†[b, b†]R− +R+[b
†, b]b) = ℏg(b†R− −R+b) (2.52)

[b†R−,H] = ℏg([b†R−, b
†R−] + [b†R−, R+b]) (2.53)

= ℏg(b†[R−, R+]b+R+[b
†, b]R−) = −ℏg(b†bRz +R+R−) (2.54)

以上より、それぞれの運動方程式は以下のようになる。

∂⟨b†b⟩
∂t

= 2gIm⟨b†R−⟩ (2.55)

∂⟨Rz⟩
∂t

= −2gIm⟨b†R−⟩ (2.56)

∂⟨b†R−⟩
∂t

= −γ⟨b†R−⟩+ ig(⟨b†bRz⟩+ ⟨R+R−⟩) (2.57)

ここで分極の式 (2.57)には現象論的に緩和項γ⟨b†R−⟩を導入している。さらにこの式 (2.57)

を断熱近似して解くと

⟨b†R−⟩ = i
g

γ
(⟨b†bRz⟩+ ⟨R+R−⟩) ≃ i

g

γ
⟨R+R−⟩ (2.58)

となる。ここで誘導放出の項 ⟨b†bRz⟩は無視した。そうすると式 (2.55)および式 (2.56)は
以下のようになる。

∂⟨b†b⟩
∂t

=
2g2

γ
⟨R+R−⟩ ≡ T1⟨R+R−⟩ (2.59)

∂⟨Rz⟩
∂t

= −T1⟨R+R−⟩ = −∂⟨b
†b⟩
∂t

(2.60)

ここで、いわゆる EinsteinのA係数に相当する、２準位系１つあたりの自然放出による
光放出のレート T1は次式で与えられる。

T1 =
4|µ|2ω3

0

3ℏc3
(2.61)

|µ|は遷移双極子モーメント、cは光速である。そうすると、(2.60)より ⟨Rz⟩がわかれば
発光の様子がわかる。式 (2.27)において、R−R+をR+R−で書き直してあげると次式が
得られる。

⟨R2⟩ = ⟨R+R−⟩ − ⟨Rz⟩+ ⟨R2
z⟩ (2.62)

ここで、⟨R2⟩は系のトータルの角運動量を表すものであり、保存量である。そうすると
⟨R2⟩は初期時刻におけるものと同じである。具体的には、初期時刻において原子系はDicke

状態 |J,M⟩で光子系は個数状態 |n = 0⟩で系の状態が

|χ⟩ = |J,M⟩ ⊗ |0⟩ (2.63)

で表されるとき、式 (2.22)より

⟨R2⟩ = ⟨χ|R2|χ⟩ = ⟨J,M |R2|J,M⟩ ⊗ ⟨0|0⟩ = J(J + 1) (2.64)
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とかける。そうすると、

⟨R+R−⟩ − ⟨Rz⟩+ ⟨R2
z⟩ = J(J + 1) (2.65)

これを (2.60)に代入する。ここで ⟨Rz⟩ =M(t) ≡M と簡略してある。

dM

dt
= T1[M

2 −M − J(J + 1)] = T1(M + J)(M − J − 1) (2.66)

t = 0においてM(0) ≡M0とすると、式 (2.66)は次のように解ける。

1

(M + J)(M − J − 1)
dM = T1dt

1

2J + 1

(
1

M − J − 1
− 1

M + J

)
= T1dt∫ M(t)≡M

M0

(
d log(M − J − 1)

dM
− d log(J +M)

dM

)
dM = T1(2J + 1)

∫ t

0

dt

log

(
M − J − 1

M + J

)
= log

(
M0 − J − 1

M0 + J

)
+ T1(2J + 1)t (2.67)

M − J − 1

M + J
= S0e

T1(2J+1)t ; S0 ≡
M0 − J − 1

M0 + J
(2.68)

これをM について解いてあげると次式が得られる。

M(t) =
1

1− S0eT1(2J+1)t
+
J(1 + S0e

T1(2J+1)t)

1− S0eT1(2J+1)t
(2.69)

ここで初期時刻において２準位系（原子）が全て励起状態（完全反転分布）にあった場合、
つまり |J = N

2
,M = N

2
⟩だったとすると、S0 = − 1

N
となるので、

M(t) =
1

1 + 1
N
eT1(N+1)t

+
N

2

1− 1
N
eT1(N+1)t

1 + 1
N
eT1(N+1)t

(2.70)

であるが、
1

N
eT1(N+1)t = eT1(N+1)t+log 1

N = eT1(N+1)t−logN (2.71)

に気をつけると

M(t) =
1

1 + eT1(N+1)t−logN
+
N

2

1− eT1(N+1)t−logN

1 + eT1(N+1)t−logN
(2.72)

=
1

1 + e
T1(N+1)

[
t− 1

T1(N+1)
logN

] + N

2

1− e
T1(N+1)

[
t− 1

T1(N+1)
logN

]

1 + e
T1(N+1)

[
t− 1

T1(N+1)
logN

] (2.73)

ここで

tD ≡ 1

T1(N + 1)
logN , Γ ≡ T1(N + 1)

2
(2.74)
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と置き換えてやると、

M(t) =
1

1 + eT1(N+1)(t−tD)
+
N

2

1− eT1(N+1)(t−tD)

1 + eT1(N+1)(t−tD)
(2.75)

=
1

2

2e−
T1(N+1)

2
(t−tD)+

e−
T1(N+1)

2
(t−tD) + e

T1(N+1)
2

(t−tD)
+
N

2

e−
T1(N+1)

2
(t−tD) − e

T1(N+1)
2

(t−tD)

e−
T1(N+1)

2
(t−tD) + e

T1(N+1)
2

(t−tD)
(2.76)

=
1

2

2e−Γ (t−tD)

eΓ (t−tD) + e−Γ (t−tD)
− N

2

eΓ (t−tD) − e−Γ (t−tD)

eΓ (t−tD) + e−Γ (t−tD)
(2.77)

そうすると双曲線関数

sech ax =
1

cosh ax
=

2

eax + e−ax
, tanh ax =

sinh ax

cosh ax
=
eax − e−ax

eax + e−ax
(2.78)

を思い出すと ⟨Rz⟩ =M(t)は次式のようになる。

⟨Rz⟩ =
1

2
e−Γ (t−tD)sech Γ (t− tD)−

N

2
tanhΓ (t− tD) (2.79)

よって式 (2.47)、および式 (2.60)の関係より、双曲線関数の微分

d

dt
tanh ax = asech2 ax ,

d

dt
sech ax = −a tanh ax · sech ax (2.80)

をさらに思い出せば、原子系がDicke状態で表され、かつ初期時刻において完全反転分布
であった場合の発光の時間変化は

I(t) =
Γ

2
e−Γ (t−tD)(tanhΓ (t− tD) + 1)sech Γ (t− tD) +

NΓ

2
sech2 Γ (t− tD) (2.81)

と与えられる。ここで原子をたくさん用意（N ≫ 1）した状況を考えたとき、式 (2.74)は
Γ ≃ NT1

2
∝ N となるが、式 (2.81)の１項目はN、２項目はN2に比例しているので１項

目を無視してみる。そうするとN ≫ 1という条件下では

I(t) ≃ N2T1
4

sech2 NT1
2

(t− tD) (2.82)

というように近似できる。sech2axはx = 0のとき最大値をとり、さらにこの関数はGauss

関数のような釣り鐘のような形をしていてその半値全幅 τwidthは 1
a
log(3+2

√
2

3−2
√
2
) ∝ 1

a
である

ので、式 (2.82)から Iの最大値を Ipeakとすれば

Ipeak ∝ N2 , τwidth ∝ 1

N
(2.83)

という性質を持つ発光であることが分かった。以上のように、superradianceの発光の時
間的な波形を厳密に導出することができた。一般の発光強度を表す式 (2.81)を T1 = 1と
してグラフに描いたものを図 2.2に示す。
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図 2.2 N = 1（左）とN = 100（右）の場合の発光強度 I(t)

2.3 Superradianceの古典論

最後に、superradianceが古典論の範囲でどのように記述されるかを見る [53, 54]。原子
は電荷 eを持った質量mの調和振動子とみなし、これが厚さが zの試料中に単位体積あた
りN個存在する (図 2.3)。まずこの試料をパルスで励起し、励起中は双極子からの輻射は
ないとする。励起パルスが試料を通り過ぎた時点 t = z/cで全ての双極子の振幅は x0に
なっていて、双極子から放出される光をEとする。またこれらの調和振動子はすべて一
様に光電場から力を受けるとする（光の波長に比べて十分小さい領域に調和振動子が存在
すると考える）。調和振動子の平衡位置からのずれを x、電場をEとして、調和振動子の
運動方程式は次式のようになる。

∂2x

∂t2
+ ω2x =

eE

m
(2.84)

また電場Eは分極を P = Nexとした時のMaxwell方程式

∂2E

∂z2
− 1

c2
∂2E

∂t2
=

Ne

c2ϵ0

∂2x

∂t2
(2.85)

に従う。電場Eはその振幅をE0として、

E(t, z) = 2E0 cos(ωt− kz) (2.86)

という cos波で表す。この時、調和振動子の振動の最大振幅を x0としたき、式 (2.84)の
解は電場の振動と同位相な部分と π/2だけずれた部分との重ね合わせで表すことにして、

x(t) = x0{u cos(ωt− kz)− v sin(ωt− kz)} (2.87)

と置く。式 (2.86)と式 (2.87)を式 (2.84)と式 (2.85)に代入するとE0, u, vに関する方程式
が得られる。式 (2.86)、式 (2.87)の時間・空間微分は

x′′ = x0[u
′′ − uω2 − 2v′ω] cos(ωt− kz) + x0[−v′′ + vω2 − 2u′ω] sin(ωt− kz) (2.88)

E ′′ = [2E ′′
0 − 2E0ω

2] cos(ωt− kz)− 4E ′
0ω sin(ωt− kz) (2.89)

Ezz = [2(E0)zz − 2k2E0] cos(ωt− kz) + 4k(E0)z sin(ωt− kz) (2.90)
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図 2.3 双極子系をパルスで励起した後の双極子振動とそこからの輻射の様子を考える。

であるので（関数 f の時間に関する１階・２階微分をそれぞれ f ′, f ′′、空間に関する２階
微分は fzzで簡略してある）、式 (2.84)に関しては cosの、式 (2.85)に関しては sinの係数
を比較すると

x0

(
∂2u

∂t2
− 2ω

dv

dt

)
=

2e

m
E0 (2.91)

4k
∂E0

∂z
+

4ω

c2
∂E0

∂t
=
ex0N

c2ϵ0

(
−2ω

∂u

∂t
− ∂2v

∂t2
+ ω2v

)
(2.92)

が得られる。ここで電場の振動ωに比べて、振幅E0, u, vの時間変化は十分小さいとする。
つまり ∣∣∣∣dvdt

∣∣∣∣≪ ωv ,

∣∣∣∣∂2v∂t2
∣∣∣∣≪ ∣∣∣∣ω∂v∂t

∣∣∣∣ (2.93)

とする。そうすると
∂v

∂t
= − e

mωx0
E0 (2.94)

∂E0

∂z
+

1

c

∂E0

∂t
=
eNx0ω

4cϵ0
v (2.95)

となる。ここで、調和振動子を励起させたパルスが通り過ぎた瞬間 τ を新しく時間の基準
にとる。つまり

τ = t− z

c
, z′ = z (2.96)

を用いて (t, x) → (τ, z′)という変換をする。それには、

∂

∂t
=
∂τ

∂t

∂

∂τ
+
∂z′

∂t

∂

∂z′
=

∂

∂t
(2.97)

∂

∂z
=
∂τ

∂z

∂

∂τ
+
∂z′

∂z

∂

∂z′
=

∂

∂z′
− 1

c

∂

∂τ
(2.98)

を用いればよくて、そうすると式 (2.94)と式 (2.95)は次式のようになる。

∂v

∂τ
= − e

mωx0
E0 (2.99)

∂E0

∂z
=
eNx0ω

4cϵ0
v (2.100)

ここで z′ → zとした。式 (2.99)を式 (2.100)に代入し、両辺に zτ を乗じる。

zτ
∂2E0

∂z∂τ
= −e

2Nzτ

4mcϵ0
v (2.101)
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ここで再び変数変換

y2 =
e2Nzτ

mcϵ0
(2.102)

を行う。そうすると
∂

∂z
=
∂y

∂z

∂

∂y
=

e2Nτ

2ymcϵ0

∂

∂y
(2.103)

∂

∂τ
=
∂y

∂τ

∂

∂y
=

e2Nz

2ymcϵ0

∂

∂y
(2.104)

であるので、

zτ
∂2E0

∂z∂τ
=

1

4
y2
(
1

y

∂v

∂y
+

2v

y2

)
= −1

4
y2v

∂2v

∂t2
+

1

y

∂v

∂y
+ v = 0 (2.105)

が得られる。これはBessel型微分方程式 [55]

x
d

dx

(
x
dy(x)

dx

)
+ (x2 − α2)y(x) = 0 (2.106)

で α = 0とした場合に一致する。式 (2.106)の解は次のようなBessel関数である。

Jα(x) =
∞∑
m=0

(−1)m

m!Γ(m+ α + 1)

(x
2

)2m+α

(2.107)

よって調和振動子の振幅 vは任意定数 v0、Bessel関数を用いて次のように得られる。

v = v0J0

(√
zτ

c
ωP

)
(2.108)

ここで、

ωP =

√
e2N

mϵ0
(2.109)

これは荷電粒子の集団が振動するときのプラズマ振動数に対応する。つまり複数調和振
動子の集団は、振動子から放射された電場によって集団的に振動しているということにな
る。この解 (2.109)を式 (2.99)に代入すれば電場の振幅E0が得られる。ここで Bessel関
数 J0の微分は

∂J0(x)

∂x
= −J1(x) (2.110)

であるので、これを用いれば

E0 =
mωx0v0ωP

2e

√
z

cτ
J1

(√
τz

c
ωP

)
(2.111)

が得られる。J1を展開したときの初項だけとれば、J1(x) ≃ x/2 + O(x2)なので、E0 ∝
ω2
P ∝ N となる。そうすると光の強度 I は T ∝ E2

0 ∝ N2という調和振動の数N の２乗
に比例するという superradianceの性質が得られる。また特徴的な振動数を表す式 (2.109)

の逆数

τP ≡ 1

ωP
=

√
mϵ0
e2N

∝ 1√
N

(2.112)
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図 2.4 τR > z/c（上）と τR < z/c（下）の場合における光の伝播の様子。

はArecchiが導入した協力時間に対応する [56]。ここで、zは試料の厚さだと思って一定
値とし、E0が τ = 0近傍で 0になる τRを探してみる。J1(x)は最初の２項までとってみ
ると、

mωx0v0ωP
2e

√
z

cτR
J1

(√
τRz

c
ωc

)
≃ mωx0v0ωP

2e

√
z

cτR

(
1− zτR

8c
ω2
P

)
= 0

τR =
8c

z
· 1

ω2
P

=
8c

z
τ 2P ∝ 1

N
(2.113)

となる。E0の概形は e−x cosxのような振動しながら減衰していうく形であるるが、最初
のE0 = 0になるまでの時間はNに反比例している。これは複数調和振動子系からの発光
を特徴付ける定数で superradiance寿命と呼ばれており、双極子の数に比例して早く双極
子系は緩和する。誘導放出が生じないためには、双極子系から生じた光が直ちに試料から
出て行かないければならない。つまり光が試料を通過する時間 z/cよりも τRが長い必要
がある。つまり、

τR > τP >
z

c
(2.114)

という条件が導かれる。この時、試料全体を覆う形で光が伝播するので試料中全ての双極
子がコヒーレントに結合することができる。τR < z/cでは、cτRの範囲でしかコヒーレン
スを形成できずそこからの superradianceによる光が、範囲外に存在する双極子と相互作用
することで誘導放出が生じると考えられる (図 2.4)。τR = 1の場合で双極子系からの輻射
の大きさ |E0(τ)/E0(0)|2をグラフにしたものを図 2.5に示す。ここでE0(0) = 2mωx0v0/e

である。図 2.5からわかるように、τ = τR = 1までの間に双極子系が保持していたエネル
ギーのほとんどを放出していることがわかる。τ = 1以降は、誘導放出による小さな立ち
上がりが見られる。以上から、superradianceの性質である発光強度が原子の数の２乗に
比例して大きくなること、原子の数に比例して原子系の緩和が早くなることが古典論の範
囲からでも得られる。
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図 2.5 τR = 1とした場合の双極子系から放射される発光の大きさ
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3 蔵本モデルの一般論

3.1 位相縮約

ここではまず、同期現象を記述する理論モデルを導出する方法の１つである位相縮約に
ついて説明する。これは、位相空間上の系の状態を表す状態点が、ある閉軌道上に沿って
周期的に回転しているとする。この位相空間上に位相を定義することで、力学系を記述す
る方程式から、位相の変数のみで表された運動方程式を得ることである [57, 58, 59]。

3.1.1 リミットサイクルとアイソクロン

ある系の運動方程式がXを物理量を表す変数として次式のように表せるとする。

dX(t)

dt
= F (X) (3.1)

X(t)というのはある時刻 tにおける系の状態を表し、位相空間 (X1, X2, · · ·, XN)上の１
つの状態点である。この状態点Xが、図 3.1(a)で示されているような閉曲線上を周期的
に運動しているとする。この時、この閉曲線をリミットサイクル (limit cycle:LC)と呼び、
このような系の運動をリミットサイクル運動と呼ぶ。(3.1)の解であるようなリミットサ
イクルをX0(t)とし、このサイクル上で位相 (phase)を

ϕ(X0(t)) ≡ ωt (3.2)

と定義する。ただし、本来は状態点の角周波数は時間的に一定ではないが、長時間平均し
たと考え、ωという一定の角周波数でリミットサイクル上を回転しているものとする。
　ここで、図 3.1(b)のように、系に弱い外力が一瞬加わったとして状態点がリミットサイ
クルから少しずれたとし、その時刻を t0とし、その時の状態点をX1としておく。外力が
弱ければ、十分時間が経過すればこの状態点はリミットサイクル上に戻ってくると考えら
れる。つまりX1はリミットサイクル近傍の周りを回転しながら最終的にあるリミットサ
イクル上の点に到達する。この点の位相を ϕ(X0(t1)) = ϕ1として、リミットサイクル上
に無い状態点X1の位相を

ϕ(X1) ≡ ϕ(X0(t1)) = ϕ1 (3.3)

とすることにして、リミットサイクル以外の位相空間上にも位相を定義することができ
る。つまり位相空間上の状態点は LC上のいづれかの状態点の位相に対応させるのであ
る。そうすると、X1以外にも位相が ϕ1になるような状態点が複数存在し、それらを全部
集めた集合のことを ϕ1に関するアイソクロンと呼び、図 3.1(b)の赤い曲線に相当する。
図 3.1(b)で言うなれば、このアイソクロン上に存在する状態点の位相は、全てリミットサ
イクル上の位相 ϕ1 = ϕ(X0(t1))と同一視するのである。アイソクロン上の点は各周期ご
とに同じアイソクロン上に存在する。初期時刻 t0で系の状態がX1であれば、近似的に時
刻 tにおける状態点X1の位相は式 (3.3)を用いて、

ϕ(X1(t)) = ϕ1 + ωt (3.4)
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図 3.1 リミットサイクル (LC)とアイソクロンの概略図。(a)系の状態を位相空間上

X = (X1, X2, · · ·, XN )で表現した時、系の状態点が時間と共にある閉曲線上を周期的に移動する

とき、この曲線をリミットサイクルと呼び、この時の系の運動をリミットサイクル運動と呼ぶ。

(b)瞬間的な外力を受けた後、X1(t0)からX0(t1)に戻る時に系の状態点が描く軌道がアイソクロ

ンであり、この曲線上の状態点の位相を、LC上の位相と同一視する。

である。状態点X1だけでなく、任意の状態点Xで式 (3.4)のような関係が成り立つと
すれば、(3.4)より、

dϕ(X(t))

dt
= ω (3.5)

であることがわかる。また、

dϕ(X(t))

dt
= ∇Xϕ(X) · dX

dt
= ∇Xϕ(X) · F (X)

であるので、
∇Xϕ(X) · F (X) = ω (3.6)

とも書ける。

3.1.2 摂動系における位相縮約

先の系に弱い摂動が働く状況を考える。この時、式 (3.1)は摂動の大きさを eとして

dX(t)

dt
= F (X) + eG(X) (3.7)

と変更する。そうすると、式 (3.6)より

dϕ(X(t))

dt
= ∇Xϕ(X) · dX

dt
= ∇Xϕ(X) · [F (X) + eG(X)]

= ∇Xϕ(X) · F (X) +∇Xϕ(X) · eG(X)

dϕ(X(t))

dt
= ω +∇Xϕ(X) · eG(X) (3.8)

ここで、摂動が十分小さいとして、リミットサイクルX0からのズレが eに比例するとす
れば、無摂動系におけるリミットサイクルを位相の関数として

X0(ϕ) ≡ X0

(
ϕ

ω

)
(3.9)

–21–



のように再定義しておくと、Xは

X(t) ≃ X0(ϕ) +O(e) (3.10)

と近似できる。この時、式 (3.8)右辺第２項をリミットサイクルX0近傍でTaylor展開す
る。すると、

∇Xϕ(X) ≡ ∂ϕ(X)

∂X
≃ ∂ϕ(X)

∂X

∣∣∣∣
X=X0

+
∂ϕ(X)

∂X∂X ′

∣∣∣∣
X=X0

O(e)

≡ Z(ϕ) +O(e)

G(X) ≃ G(X)|X=X0
+ ∇X ·G(X)|X=X0

O(e)

= G(X0) +O(e)

ここでZ(ϕ)は位相感受関数で

Z(ϕ) ≡ ∂ϕ(X)

∂X

∣∣∣∣
X=X0

(3.11)

で定義されている。そうすると eの１次まで残せば、式 (3.8)は次式のようになる。

dϕ(X(t))

dt
= ω + [Z(ϕ) +O(e)] · [G(X0) +O(e)]

dϕ(X(t))

dt
= ω + eZ(ϕ) ·G(X0) (3.12)

これが摂動下における系の位相方程式である。このように系の運動方程式を位相だけで閉
じた方程式に落とし込むことを位相縮約という。

3.1.3 結合振動子系の位相ダイナミクス

N 個の LC運動している振動子系

dXj

dt
= Fj(Xj) (3.13)

ϕ(Xj(t)) = ωjt (3.14)

が互いに弱い相互作用によって結合しているような状況を考える (式 (3.13)、および式
(3.14)は摂動が無いとき、つまりリミットサイクル運動の場合)。この時 j番目の振動子
に関する運動方程式が

dXj

dt
= Fj(Xj) + e

N∑
k=1

AjkGjk(Xj,Xk) (3.15)

と書けるとする。N × N 行列A = [Ajk] は k番目の振動子から j番目のものへの結合の
大きさを表す。この式 (3.15)に対して位相縮約を行う。

dϕ(Xj(t))

dt
= ∇Xj

ϕ(Xj) ·
dXj

dt
= ∇Xj

ϕ(Xj) · [Fj(Xj) + e
N∑
k=1

AjkGjk(Xj,Xk)]

= ωj +∇Xj
ϕ(Xj) · e

N∑
k=1

AjkGjk(Xj,Xk)

–22–



先と同じように、

Xj(t) ≃ Xj0(ϕ) +O(λe), Xj0(ϕ) ≡ Xj0

(
ϕ

ωj

)
(3.16)

とすれば、先と同様に

dϕ(Xj(t))

dt
= ωj + e

N∑
k=1

AjkZ(ϕj)Gjk(ϕj, ϕk) (3.17)

が得られる。ただし、

Z(ϕj) ≡
∂ϕ(Xj)

∂Xj

∣∣∣∣
Xj=X0

(3.18)

Gjk(Xj,Xk) ≡ G(Xj,Xk)|Xj=Xj0,Xk=Xk0
(3.19)

である。

3.2 蔵本モデル

先ほど導出した式 (3.19)において、N 個の振動子が一様に結合 (Ajk = const.)してお
り、相互作用を eZ(ϕj) ·Gjk(ϕj, ϕk) = KN−1 sin(ϕj − ϕk)のように設定し、j番目の振動
子の位相を ϕj、固有振動数を ωjで表したとき、次式が得られる。

dϕi
dt

= ωi −
K

N

N∑
j=1

sin(ϕi − ϕj) (3.20)

これは、図 3.2で表されるような、N 個の振動子が、相互作用係数Kの大きさで一様に
結合している系の位相ダイナミクスを表す式で、蔵本モデルと呼ばれる [14, 16, 57]。こ
こで簡単な例として、固有振動数が同じ ωの振動子２つがKで結合しているときを考え
る。それらが従う位相に関する運動方程式は

図 3.2 蔵本モデルの概略図。振動子集団が一様に相互作用係数K の大きさで結合することで、j

番目の振動子の位相は、他の振動子からの影響を受ける。
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dϕ1

dt
= ω − K

2
sin(ϕ1 − ϕ2) (3.21)

dϕ2

dt
= ω − K

2
sin(ϕ2 − ϕ1) (3.22)

である。ここでK < 0の場合を考え、位相差 ψ = ϕ1 − ϕ2がどうなるかを調べる。そう
すると式 (3.21)から式 (3.22)を引くことで、

dψ

dt
= |K| sinψ (3.23)

のような位相差に関する方程式が得られる。これは変数分離型の手法で解くことができる。∫ ψ

ψ0

1

sinψ
dψ = |K|

∫ t

0

dt

⇒ ln

∣∣∣∣tan ψ2
∣∣∣∣− ln

∣∣∣∣tan ψ0

2

∣∣∣∣ = |K|t

両辺の自然対数をとった後、tan−1をとることで次式が得られる。

ψ = 2 tan−1

(
tan

ψ0

2
e|K|t

)
(3.24)

そうすると、十分時間が経過 (t → ∞)したときを考えると、e|K|t → ∞であるので、
tan−1(tan(ψ0/2)e

|K|t) → ∞となり

ψ = 2 tan−1(∞) = 2 · π
2

ψ = ϕ1 − ϕ2 = π (3.25)

が得られる。つまり、互いに逆位相で振動することになり、K < 0の場合は振動子間に互
いの位相差を広げるような反発的な相互作用が作用することに相当する。一方でK > 0

の場合、式 (3.24)は

δ = 2 tan−1

(
tan

ψ0

2
e−Kt

)
(3.26)

である。十分時間が経過 (t → ∞)したとき、e−Kt → 0より、tan−1(tan(ψ0/2)e
−Kt) → 0

であるので、
ψ = ϕ1 − ϕ2 = 0 (3.27)

という結論が得られる。つまり、２つの振動子は同位相で振動することになり、K > 0の
場合は、振動子間に互いの位相を引き込むような引力的な相互作用が作用することに相当
する。振動子の数が少ない場合は解析的に解けるかもしれないが、一般に振動子の数が多
い場合は困難である。式 (3.20)で表される蔵本モデルは顕に各振動子からの相互作用を
考慮している。そこで、複数の振動子を粗視化した、平均場のような１つの巨視的な振動
子を導入することを考える。これにより、ある i番目の振動子に着目し、これと巨視的な
振動子と相互作用しているという２体の系に考え直すことができる。それをするには秩序
変数

Z(t) = |Z(t)|eiΘ(t) =
1

N

N∑
j=1

eiϕj(t) (3.28)
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を導入することで可能で、十分に時間が経過したとき、

|Z|(t) = |Z| = const., Θ = Ωt (3.29)

という関係が成すると仮定すると、式 (3.28)より

1

N

N∑
j=1

sin(ϕi − ϕj) = − 1

N

N∑
j=1

sin(ϕj − ϕi) = − 1

N

N∑
j=1

Im[ei(ϕj−ϕi)]

= −Im

[(
1

N

N∑
j=1

eiϕj

)
e−iϕi

]
= −Im[|Z|eiΘe−iϕi ]

= −|Z|Im[ei(Θ−ϕi)] = |Z| sin(ϕi −Θ)

であるので式 (3.20)は次式のように書き直せる。

dϕi
dt

= ωi −K|Z| sin(ϕi −Θ) (3.30)

この式 (3.30)は、図 3.3で表されるように、i番目の振動子と、粗視化された振動子集団
を表す平均場との 2体の相互作用の問題に帰着されたことを表す。図 3.4に表されている
ように、秩序変数 |Z|(0 ≤ |Z| ≤ 1)は複数ある振動子のうちどれくらい同期しているかを
表す指標みたいなもので、これを具体的に求めれば振動子系が同期しているかどうかがわ
かる。ここで、巨視的な振動子との位相差を表す新しい変数

ψi = ϕi −Θ , −π < ψi ≤ π (3.31)

を導入する。そうすると (3.30)は

dψi
dt

= ωi − Ω −K|Z| sinψi (3.32)

と書き直せる。また位相差 ψを持つ振動子の状態密度を

n(ψ) =
1

N

N∑
j=1

δ(ψ − ψi) (3.33)

図 3.3 平均場を用いた場合の蔵本モデルの概略図。各振動子の位相（黒点）を、単位円周上（点

線の円）に表現した。水色の大きい点は振動子集団を粗視化した平均場を表す。
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図 3.4 秩序変数の概略図。(a)|Z| ∼ 1は、全ての振動子の位相が概ね揃っている状態を表し、

|Z| = 1では全ての振動子の位相は完全に揃っている状態を示す。(b)|Z| ∼ 0では、各振動子は同

期せずにそれぞれが持つ固有振動数によって振動する状態を表す。

と表すと、式 (3.28)は

|Z| = 1

N

N∑
j=1

eiψi =

∫ π

−π
dψ

(
1

N

N∑
j=1

δ(ψ − ψi)

)
eiψ

|Z| =
∫ π

−π
dψn(ψ)eiψ (3.34)

と直せる。式 (3.32)を見ると、|ωi−Ω |が十分小さく、相互作用の部分 |Z|K sinψiが効い
てくるとき巨視的な振動子に引き込まれてこれと同期すると考えられる。N 個ある振動
子のうち巨視的振動子と同期している振動子の分布をncohと表し、この振動子を coherent

な振動子と呼ぶ。一方で、|ωi −Ω |が大きい場合、相互作用を振り切って元々の固有振動
数で回ろうとするときは同期しないと考えられる。この振動子の分布を nincoh(ψ)と書い
て、この分布に従う振動子を incohenrentな振動子と呼ぶ。そうすると位相差の分布を表
す式 (3.33)は

n(ψ) = ncoh(ψ) + nincoh(ψ)

=
1

N

∑
j∈coherent

δ(ψ − ψj) +
1

N

∑
j′∈incoherent

δ(ψ − ψj′) (3.35)

とcoherent振動子分布と incoherent振動子分布の和で表せる。ここから具体的にncoh, nincoh

を求める。

3.3 Coherentな振動子 (|ωi − Ω | < K|Z|)

図 3.5(a)のように、十分に時間が経過したとき、振動子は巨視的な振動子に引き込ま
れて同期（位相差が一定）しながら振動していると考えられる。その時の位相差 ψは式
(3.32)の定常解を求めればよくて、

ψi = sin−1

(
ωi − Ω

K|Z|

)
or ωi = Ω −K|Z| sinψi (3.36)
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が得られる。そうすると式 (3.34)より

ncoh(ψ) =
1

N

∑
j∈coherent

δ

[
ψ − sin−1

(
ωi − Ω

K|Z|

)]
H(cosψ) (3.37)

である。ここでH(x)はHeaviside階段関数

H(x) =

{
1 (x > 0)

0 (x < 0)
(3.38)

で、sin−1が主値 (| sin−1 x| < π
2
）をとることをこの階段関数で表している。振動子の振動

数の状態密度を

f(ω) =
1

N

N∑
j=1

δ(ω − ωj) (3.39)

で定義すると、式 (3.37)は

(3.37) =

∫
|ω−Ω |<K|Z|

dω
1

N

∑
j∈coherent

δ(ω − ωj)δ

[
ψ − sin−1

(
ω − Ω

K|Z|

)]
H(cosψ)

ncoh(ψ) =

∫
|ω−Ω |<K|Z|

dωf(ω)δ

[
ψ − sin−1

(
ω − Ω

K|Z|

)]
H(cosψ) (3.40)

と書ける。ここで δ関数をωの関数として処理したい。そうすると次の δ関数の性質を思
い出す必要がある。

δ(F (x)) =
∑

{a|F (a)=0}

1

|F ′(a)|
δ(x− a) (3.41)

そうすると、
d

dω

[
ψ − sin−1

(
ω − Ω

K|Z|

)]
=

−1

K|Z|
1√

1−
(
ω−Ω
K|Z|

)2 (3.42)

図 3.5 (a)coherentと (b)incoherentな振動子の概略図。(a)coherentな振動子は、振動子間に作用

する同期させる相互作用の大きさが、振動子間の周波数離調の大きさを上回ることで、振動子と

平均場は引き込まれ、平均場と同期する。(b)incoherentな振動子は、逆に、振動子間に作用する

同期させる相互作用の大きさが振動子間の周波数離調よりも小さいと、振動子は位相を引き込む

相互作用を振り切るので、平均場と同期しない。
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であるので、 ∣∣∣∣∣ ddω
[
ψ − sin−1

(
ω − Ω

K|Z|

)]∣∣∣∣
ω=Ω+K|Z| sinψ

∣∣∣∣∣ = 1

K|Z| cosψ
(3.43)

が得られる。よって δ関数の部分は次式のように書き直される。

δ

[
ψ − sin−1

(
ω − Ω

K|Z|

)]
= K|Z| cosψδ[ω − (Ω +K|Z| sinψ)] (3.44)

よって式 (3.39)を、式 (3.44)を用いて積分の処理をすれば、coherent振動子の分布が次式
のように得られる。

ncoh(ψ) = K|Z| cosψf(Ω +K|Z| sinψ)H(cosψ) (3.45)

3.4 Incoherentな振動子 (|ωi − Ω | > K|Z|)

図 3.5(b)で表されているように、振動子は巨視的な振動子に引き込まれず、式 (3.32)に
従いながら同期しないまま振動する。この場合直接 ψiを求めるのは難しいので、位相差
の分布を次のように書き直す。

nincoh(ψ) =

∫
|ω−Ω |>K|Z|

dωρ(ψ, ω)f(ω) (3.46)

このとき分布関数 ρ(ψ, ω)は次の（分布に関する）連続の方程式に従うものとする。

∂ρ(ψ, ω)

∂t
+
∂(v(ψ)ρ(ψ.ω))

∂ψ
= 0 (3.47)

v = ω − Ω −K|Z| sinψ (3.48)∫ π

−π
ρ(ψ, ω)dψ = 1 (3.49)

式 (3.47)より定常状態では、

∂(v(ψ)ρ(ψ.ω))

∂ψ
= 0 ⇒ v(ψ)ρ(ψ, ω) = const. ≡ C

ρ(ψ, ω) =
C

v
= C

1

|ω − Ω −K|Z| sinψ|
(3.50)

であり、Cは規格化条件 (3.49)より、

C =

[∫ π

−π

1

ω − Ω −K|Z| sinψ
dψ

]−1

から得られる。定積分は実行できて、公式∫
1

A+B sinx
dx =

2√
A2 −B2

tan−1

[
1√

A2 −B2

(
A tan

x

2
+B

)]
; (A > B) (3.51)
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を用いれば、

C =
1

2π

√
(ω − Ω)2 − (K|Z|)2 (3.52)

と定まる。よって分布関数 ρは次式のように書ける。

ρ(ψ, ω) =
1

2π

√
(ω − Ω)2 − (K|Z|)2

|ω − Ω −K|Z| sinψ|
(3.53)

よって式 (3.46)は、

nincoh(ψ)

=

∫
|ω−Ω |>K|Z|

dω
f(ω)

2π

√
(ω − Ω)2 − (K|Z|)2

|ω − Ω −K|Z| sinψ|

=

∫ ∞

Ω+K|Z|
dω
f(ω)

2π

√
(ω − Ω)2 − (K|Z|)2

|ω − Ω −K|Z| sinψ|
+

∫ Ω−K|Z|

−∞
dω
f(ω)

2π

√
(ω − Ω)2 − (K|Z|)2

|ω − Ω −K|Z| sinψ|

=

∫ ∞

K|Z|
dx
f(x+ Ω)

2π

√
x2 − (K|Z|)2

|x−K|Z| sinψ|
+

∫ −K|Z|

−∞
dx
f(x+ Ω)

2π

√
x2 − (K|Z|)2

|x−K|Z| sinψ|

=

∫ ∞

K|Z|
dx
f(x+ Ω)

2π

√
x2 − (K|Z|)2

|x−K|Z| sinψ|
+

∫ K|Z|

∞
(−dx)f(−x+ Ω)

2π

√
x2 − (K|Z|)2

| − x−K|Z| sinψ|

=

∫ ∞

K|Z|
dx
f(x+ Ω)

2π

√
x2 − (K|Z|)2

x−K|Z| sinψ
+

∫ ∞

K|Z|
dx
f(x+ Ω)

2π

√
x2 − (K|Z|)2

x+K|Z| sinψ

=

∫ ∞

K|Z|
dx
f(x+ Ω)

2π

√
x2 − (K|Z|)2

[
1

x−K|Z| sinψ
+

1

x+K|Z| sinψ

]

nincoh(ψ) =

∫ ∞

K|Z|
dx
f(x+ Ω)

π

x
√
x2 − (K|Z|)2

x2 − (K|Z| sinψ)2
(3.54)

と求められる。(3.54)より、

nincoh(ψ ± π) = nincoh(ψ) (3.55)

であることがわかる。

3.5 集団同期転移

3.3章、および 3.4章の議論から coherentと incoherentな振動子の分布を求められたの
で、式 (3.34)、および式 (3.36)から秩序変数 |Z|が求められる。

|Z| =
∫ π

−π
dψncoh(ψ)e

iψ +

∫ π

−π
dψnincoh(ψ)e

iψ (3.56)

ここで、incoherent振動子からの寄与だが、式 (3.55)で表される性質より∫ π

−π
dψnincoh(ψ)e

iψ = 0 (3.57)
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であるので |Z|には寄与しない。これは次のように確かめることが出来る。実数値関数
F (x), G(x)がそれぞれ

F (x± π) = F (x) , G(x± π) = −G(x) (3.58)

という性質をもつとする。このとき次の積分を考える。∫ π

−π
F (x)G(x)dx (3.59)

これは式 (3.58)で表される性質を用いると∫ π

−π
F (x)G(x)dx =

∫ π

0

F (x)G(x)dx+

∫ 0

−π
F (x)G(x)dx (3.60)

右辺の第２項目はX = x+ πという変数変換を施すと∫ 0

−π
F (x)G(x)dx =

∫ π

0

F (X − π)G(X − π)dX = −
∫ π

0

F (X)G(X)dX (3.61)

であることがわかるので、式 (3.61)を式 (3.60)に代入すれば、式 (3.59)は∫ π

−π
F (x)G(x)dx = 0 (3.62)

と計算できる。
F (ψ) = nincoh(ψ) , G(ψ) = eiψ (3.63)

というように対応させることができるので、式 (3.56)が導かれ、よって coherent振動子
の寄与だけを考えればよい。そうすると式 (3.45)より、|Z|実数なので右辺は実部をとれ
ばよくて

|Z| = Re

[∫ π

−π
dψncoh(ψ)e

iψ

]
=

∫ π

−π
dψK|Z| cos2 ψf(Ω +K|Z| sinψ)H(cosψ)

|Z| =
∫ π

2

−π
2

dψK|Z| cos2 ψf(Ω +K|Z| sinψ) (3.64)

という |Z|に関する自己無撞着な方程式が得られた。|Z|を十分小さいとしてf(Ω+K|Z| sinψ)
を |Z|について展開する。

(3.64) =

∫ π
2

−π
2

dψK|Z|
[
f(Ω) +K|Z| sinψf ′(Ω) + (K|Z| sinψ)2f

′′(Ω)

2
+O(|Z|3)

]
cos2 ψ

= K|Z|
[π
2
f(Ω) +

π

16
K2|Z|2f ′′(Ω)

]
であるので、式 (3.64)は次式のように書き換えられる。

|Z|
[(π

2
f(Ω)K − 1

)
+
πK3f ′′(Ω)

16
|Z|2

]
= 0 (3.65)
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この式はGinzburg-Landau方程式の形になっている。これより自明な解 |Z| = 0と非自明
な解

|Z| =

√
16

πK3|f ′′(Ω)|

(
πf(Ω)

2
K − 1

)
(3.66)

が得られる。ここで、KはKc近傍周辺の系の振舞を見るとして式 (3.66)中の 1/K3をKc

周りでTaylor展開する。
1

K3
=

1

K3
c

− 3

K4
c

(K −Kc) +
6

K5
c

(K −Kc)
2 + · · · (3.67)

つまりK ≃ Krmcを考えようという訳なので、
1

K3
≃ 1

K3
c

= const. (3.68)

である。よって式 (3.66)は次のように書き換えられる。

|Z| =

√
π3f(Ω)4

|f ′′(Ω)|
(K −Kc) (3.69)

図 3.6で表されるように、この非自明な解はKが境界値

Kc =
2

πf(Ω)
(3.70)

より小さいか大きいかで存在するかしないかが決まる。

(1) K < Kcの場合、非自明な解は存在しない。つまりこの状況では |Z| = 0のみが解
である。つまり全ての振動子はランダムに振動している状況に対応する。

(2) K > Kcの場合、|Z| = 0とは別に

|Z| ∝
√
K −Kc (3.71)

という解が存在する。つまり、この状況では
√
K −Kcに比例して、集団的な同期

が成長する。

まとめると、蔵本モデルは結合係数Kという大きさで一様に結合した振動子系が同期す
るか否かは、Kが境界値Kcより大きいか小さいかで決まるということを教えている。

図 3.6 蔵本予想の概略図
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4 理論

4.1 モデル

本研究では、物質系および光子系が量子化された全量子論的なモデルを用いる。そのよ
うなモデルとして、図 4.1で示したような、N 個の２準位系が、光子系と相互作用する系
を想定する。この系を表すHamiltonianは以下の通りである。

H = Htls +Hrad + V (4.1)

Htls =
N∑
j=1

ℏωjσzj (4.2)

Hcav =
∑
k

ℏωk

(
b†kbk +

1

2

)
(4.3)

V =
N∑
j=1

ℏgjk(b†σ−
j + σ+

j b) (4.4)

式 (4.1)は全系のHamiltonianを表し、それを構成する式 (4.2)は物質系、式 (4.3)は光子
環境系および式 (4.4)は物質系と光子系の相互作用をそれぞれ表すHamiltoninanである。
ここで、ωjは j番目の２準位系の共鳴周波数、ωkは波数 kを持つ光子周波数で本研究で
は線形分散であるとするω(k) = c|k|。また、bk, b†kは波数 kを持つ光子の消滅・生成演算
子、σ±

j , σ
z
j は j番目の２準位系に作用する Pauliのスピン行列である。本研究では Pauli

行列を以下のように定義する。

σxj =
1

2

(
0 1

1 0

)
, σyj =

1

2

(
0 −i
i 0

)
, σzj =

1

2

(
1 0

0 −1

)
(4.5)

σ+
j ≡ σxj + iσyj =

(
0 1

0 0

)
, σ−

j ≡ σxj − iσyj =

(
0 0

1 0

)
(4.6)

gjkは j番目の２準位系と、波数 kを持つ光子との結合の大きさを表す相互作用定数であ
る。ただし、本研究では、２準位系集団は光子と一様に結合することを想定するため、相
互作用係数の２準位系と波数に関する添字に対する依存性は無視する (gjk → g)。また、
各系の演算子は以下の交換関係を満たすとする。

図 4.1 本研究で用いる系のモデルの概略図
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[σzj , σ
±
k ] = ±σ±

k δjk, [σ
+
j , σ

−
k ] = 2σzkδjk (4.7)

[bk, b
†
k′ ] = δkk′ (4.8)

ただし、Lie積は [X,Y ] = XY −Y Xで定義される。この光子系の交換関係 (4.8)が、光子
系の量子性を反映している。それを見るために、光子系の演算子に関するHeisenbergの
不確定性関係を考える。ある物理量を表す演算子Oについて、その平均値からの揺らぎ
を∆Oとする。Robertson不等式

(∆X)2(∆Y )2 ≥ 1

4
|⟨[X,Y ]⟩|2 (4.9)

において、X = bk、Y = b†kとして適用することで、以下の関係式が得られる。

∆bk∆b
†
k ≥ 1

2
(4.10)

つまり、光子のエネルギー分散は最低でも 1/2以上存在することを表す。これが零点エネ
ルギーの起源であると考えることができ、交換関係 (4.8)を要請することで量子力学的な
効果を理論に含めることができる。

4.2 光を介して結合した複数分極のLuminescence方程式の一般形

系の発光ダイナミクスを記述する Luminescence方程式を導く [51]。導出方法としては
系のハミルトニアン (4.1)を用いて、Heisenberg運動方程式

iℏ
∂O

∂t
= [O,H] (4.11)

を用いて各種物理量の運動方程式を得る。ここでOはある観測可能な物理量を表す演算
子である。基本的な作業はHeisenberg方程式の右辺にある Lie積 [X,Y ] を計算すること
である。計算するときは次の性質を用いると便利である。

[X,Y Z] = Y [X,Z] + [X,Y ]Z (4.12)

[XY,Z] = X[Y, Z] + [X,Z]Y (4.13)

系のHamiltonain(4.1)とHeisenberg方程式 (4.11)を用いて以下の方程式群が得られる。

∂bk
∂t

= −ωkbk − i
∑
m

igσ−
m (4.14)

∂σ−
j

∂t
= −iωjσ−

j +
∑
k

2igσzj bk (4.15)

∂σzj
∂t

=
∑
k

ig(b†kσ
−
j − σ+

j bk) (4.16)

∂(b†kσ
−
j )

∂t
= −i(ωj − ωk)b

†
kσ

−
j + ig

2σzj b†kbk + (σzj + 1

2

)
+
∑
m(̸=j)

σ+
mσ

−
j

 (4.17)
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∂(b†kbk)

∂t
= −

N∑
j=1

ig(b†kσ
−
j − σ+

j b) (4.18)

∂(σ+
j σ

−
k )

∂t
= i(ωj − ωk)σ

+
j σ

−
k −

∑
k

2ig(σzj b
†
kσ

−
k − σzkσ

+
j bk) (4.19)

観測される物理量の値である期待値を取るために、系全体の状態を表す密度演算子を ρを
用いて物理量Oの平均値を次のように取る。

⟨O⟩ = Tr[ρO] (4.20)

このような演算子の平均値に関する時間発展方程式を得ることで、数値計算を行うことが
できるようになる。Heisenberg方程式 (4.11)の平均値をとれば、次のようになる。

iℏ
∂⟨O⟩
∂t

= ⟨[O,H]⟩ (4.21)

ところで、例えばO1に関する時間発展方程式を (4.21)から得ようとした時、新たに演算
子が２つの掛かった項 O1O2が相互作用 Hamiltonain(4.4)との Lie積から生じる。O1の
時間発展を知るには、この新たに現れたO1O2に関する時間発展方程式が必要になる。そ
のために、物理量 O1O2についての Heisenberg方程式を導出することになるが、先の場
合と同様な理由により、とさらにO1O2O3のような演算子がさらに１つ掛かった項が現れ
る。さらにO1O2O3のHeisenberg方程式を導出しようとすると、O1O2O3O4のような演
算子の積の次数が増え続けるのである。つまり、このままでは有限の変数で閉じた連立方
程式が得られないのである (Bogoliubov-Born-Green-Kirkwood-Yvon hierarchy)。一般に
N 個の積で表された演算子の平均値 (N 次の平均値)⟨N⟩ ≡ ⟨O1O2 · · · ON⟩のHeisenberg

方程式は次式のような形になる。

iℏ
∂⟨N⟩
∂t

= F [⟨N⟩] + G[⟨N + 1⟩] (4.22)

F の項は相互作用の無いHamiltonain、Gの項は相互作用Hamiltonainから派生する項を
まとめたものである。本研究では、有限個の密度行列要素で閉じた連立方程式を得るた
めに、次のような取り扱いをする。ある次数の平均値 ⟨M⟩を次のように次数がM 未満の
平均値とM以下の相関関数に分解する、いわゆるCluster-expansion truncationを用いる
[52, 60]。

⟨M⟩ = ⟨M⟩S + ⟨M − 2⟩S∆⟨2⟩+ ⟨M − 4⟩S∆⟨2⟩2 + · · ·
+ ⟨N − 3⟩S∆⟨3⟩+ ⟨N − 5⟩S∆⟨2⟩∆⟨3⟩+ · · ·+∆⟨M⟩ (4.23)

ただし、ここで言う”次数”とは、何個の演算子がかけ合わさっているかを表す指標とす
る。このように分解したところで、次数M − 1の量まで考慮しそれ以上の次数について
は切り捨てて、⟨1⟩,∆⟨2⟩,∆⟨3⟩, · · ·,∆⟨M − 1⟩で閉じた方程式の組を扱う方法を用いる。
つまり、
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⟨M⟩ ≃ ⟨M⟩S + ⟨M − 2⟩S∆⟨2⟩+ ⟨M − 4⟩S∆⟨2⟩2 + · · ·
+ ⟨N − 3⟩S∆⟨3⟩+ ⟨N − 5⟩S∆⟨2⟩∆⟨3⟩+ · · ·+ ⟨1⟩∆⟨M − 1⟩ (4.24)

と近似する。ここで ⟨M⟩SはM 個の１次の平均値が掛かっている量、つまり

⟨M⟩S = ⟨O1⟩⟨O2⟩ · · · ⟨OM⟩ (4.25)

である。また (4.23)の各項は、考えられ得る演算子の組み合わせについて総和をとるもの
とする。例えば (4.23)の２項目であれば、

⟨M − 2⟩S∆⟨2⟩ =
∑

P (1,2,···,M)

⟨Oj1⟩⟨Oj2⟩ · · · ⟨OjM−2
⟩∆⟨OjM−1

OjM ⟩

= ⟨O1⟩⟨O2⟩ · · · ⟨OM−2⟩∆⟨OM−1OM⟩+ ⟨O2⟩⟨O3⟩ · · · ⟨OM−1⟩∆⟨O1OM⟩+ · · ·
(4.26)

である。P (1, 2, · · ·,M)は演算子を区別する添字 i, 2, · · ·,M に関する順列を表し、すべて
の添字の並び方について総和をとるという意味である。ただし、⟨· · ·⟩内で並べ替えて同
じになるものは同一視する。例えば ⟨O1O3⟩⟨O2O4⟩と ⟨O1O3⟩⟨O2O4⟩は同じものとし、総
和を計算するとき後者を加えてはいけないことに注意する。本研究では、２次までの密度
行列要素までを考慮することにし、３次以上の量については切り捨てる。(4.23)を用いて
N = 2, 3の場合について書き下すと次式が得られる。

⟨XY ⟩ = ⟨X⟩⟨Y ⟩+∆⟨XY ⟩ (4.27)

⟨XY Z⟩ = ⟨X⟩⟨Y ⟩⟨Z⟩+ ⟨X⟩∆⟨Y Z⟩+ ⟨Y ⟩∆⟨XZ⟩+ ⟨Z⟩∆⟨XY ⟩+∆⟨XY Z⟩ (4.28)

本研究では、２次までの行列要素を扱うわけなので、式 (4.28)の右辺末項の∆⟨XY Z⟩は
ここでは無視するということである。以上のことを踏まえてHeisenberg方程式の平均値
をとって、⟨1⟩,∆⟨2⟩に関する運動方程式は以下のようになる。

∂⟨bk⟩
∂t

= −ωk⟨bk⟩ − i
∑
m

ig⟨σ−
m⟩ (4.29)

∂⟨σ−
j ⟩

∂t
= −iωj⟨σ−

j ⟩+
∑
k

2ig⟨σzj ⟩⟨bk⟩ (4.30)

∂⟨σzj ⟩
∂t

= −2g
∑
k

[
Im⟨b†k⟩⟨σ

−
j ⟩+ Im∆⟨b†kσ

−
j ⟩
]

(4.31)

∂∆⟨b†kσ
−
j ⟩

∂t
= −i(ωj − ωk)∆⟨b†kσ

−
j ⟩+ ig

2⟨σzj ⟩∆⟨b†kbk⟩+
(
⟨σzj ⟩+

1

2

)
+
∑
m(̸=j)

∆⟨σ+
mσ

−
j ⟩


(4.32)
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∂∆⟨b†kbk⟩
∂t

=
N∑
j=1

2g
[
Im⟨b†k⟩⟨σ

−
j ⟩+ Im∆⟨b†kσ

−
j ⟩
]

(4.33)

∂∆⟨σ+
j σ

−
k ⟩

∂t
= i(ωj − ωk)∆⟨σ+

j σ
−
k ⟩ −

∑
k

2ig
[
⟨σzj ⟩∆⟨b†kσ

−
k ⟩ − ⟨σzk⟩∆⟨σ+

j bk⟩
]

(4.34)

ここで、2Re⟨X⟩ = ⟨X⟩ + ⟨X⟩∗, 2iIm⟨X⟩ = ⟨X⟩ − ⟨X⟩∗を用いた。本研究では、コヒー
レント励起を想定しないので、１次の密度行列要素 ⟨bk⟩および ⟨σ−

j ⟩の時間発展は着目し
ない。これは、それらの初期時刻における値を 0に取ることに相当する。後に述べるが、
光を介して結合した２準位系同士による協力効果を取り扱い、本研究では ⟨σ+

j σ
−
k ⟩の量に

よって表現されるが、この相関量がどのように形成されるかの過程を着目する。この時、
コヒーレント励起を与えると、予め相関が形成されている状況に相当することになるの
で、このような励起過程は無視する。本研究では、⟨bk⟩(t) = 0, ⟨σ−

j ⟩(t) = 0となるが、式
(4.27)より次のことが分かる。

⟨b†kbk⟩ = ⟨b†k⟩⟨bk⟩+∆⟨b†kbk⟩ = ∆⟨b†kbk⟩ (4.35)

⟨b†kσ
−
j ⟩ = ⟨b†k⟩⟨σ

−
j ⟩+∆⟨b†kσ

−
j ⟩ = ∆⟨b†kσ

−
j ⟩ (4.36)

⟨σ+
j σ

−
k ⟩ = ⟨σ+

j ⟩⟨σ−
k ⟩+∆⟨σ+

j σ
−
k ⟩ = ∆⟨σ+

j σ
−
k ⟩ (4.37)

よって、本研究では表記を簡略化するために、∆を用いずに表記する。よって、以上を踏
まえて、N 個の２準位系が光を介して結合している系の Luminescence方程式は以下のよ
うに与えられる。

∂⟨b†kσ
−
j ⟩

∂t
= −i(ωj − ωk − iγ)⟨b†kσ

−
j ⟩+ ig

2⟨σzj ⟩⟨b†kbk⟩+ (⟨σzj ⟩+ 1

2

)
+
∑
m(̸=j)

⟨σ+
mσ

−
j ⟩


(4.38)

∂⟨σzj ⟩
∂t

= −2g
∑
k

Im⟨b†kσ
−
j ⟩ (4.39)

∂⟨b†kbk⟩
∂t

=
N∑
j=1

2gIm⟨b†kσ
−
j ⟩ (4.40)

∂⟨σ+
j σ

−
k ⟩

∂t
= i(ωj − ωk)⟨σ+

j σ
−
k ⟩ −

∑
k

2ig
[
⟨σzj ⟩⟨b

†
kσ

−
k ⟩ − ⟨σzk⟩⟨σ+

j bk⟩
]

(4.41)

上記の式において、⟨b†kσ
−
j ⟩は古典的な分極に対応する photon-assisted polarizationで γは

現象論的に導入された緩和定数である。また、⟨σzj ⟩は j番目の２準位系のポピュレーショ
ンに相当する占有率、⟨b†kbk⟩は波数 kを持つ光子数、および ⟨σ+

j σ
−
k ⟩は j番目と k番目の

２準位系がコヒーレントかを表す指標に相当する２準位系間相関であり、光を介して結合
した２準位系同士による協力効果を表す重要な量である。式 (4.39)は、j番目２準位系の
ポピュレーションが photon-assisetd polarizationを源として発光することによって、緩和
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する過程を表す方程式になっている。また、式 (4.40)は、その２準位系から放出されて生
成される光子数の単位時間あたりの生成率を表す。さらに、式 (4.41)は、photon-assisted

polarizationを源に放出された発光によって相関が形成されることを表す。これらの時間
発展を決める photon-assisted polarizationは式 (4.38)によって決まる。この式の右辺第２
項はレーザーの起源である古典的な誘導放出の効果を表し、第３、４項目は光を量子化し
て初めて現れる効果であり、それぞれ自然放出、光を介して結合した２準位系による協
力的光放出を表している。半古典論的な理論階層では、誘導放出の効果しか扱えず、ま
た、superradianceは光学Maxwell-Bloch方程式のような半古典論でも記述可能なことか
ら、レーザーと superradianceが同一視される場合がある。しかし、全量子論的な理論構
築によって、古典的な誘導放出と、量子論的な自然放出および協力的光放出を区別して導
出することができ、superradianceの発生メカニズムが量子論的な発光過程によって生じ
ることを示せるような理論構築を行うことができた [50]。
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5 自由光子場を介した複数分極の同期現象

5.1 Superradianceに対するLuminescence方程式

5.1.1 Luminescence方程式の導出

本節では、自由光子場を介した複数分極集団による同期現象の例として、光の量子性が
関わる発光現象である superradianceと subradianceを同期現象的に解析する。このよう
な解析によって、ミクロな量子系における同期現象の普遍的なメカニズムを明らかにす
ることを目的とする。そのために、ここでの議論では superradianceが生じる単純な系と
して、２準位系がN = 2個の場合を想定する。２準位系が２個の場合でも、理論的にも
superradianceが発生することが予測されており [26, 61]、実験的にも観測されている [42]。
この場合の superradianceのダイナミクスは、５つの密度行列要素で記述される。つまり、
１番目、２番目の２準位系のポピュレーション ⟨σzl ⟩(t) (l = 1, 2)、１番目と２番目の２準
位系間の相関 ⟨σ+

1 σ
−
2 ⟩(t)、および１番目、２番目の２準位系に光子によって誘起される分

極 (photon-assisted polarization)⟨b†kσ
−
l ⟩(t) (l = 1, 2)によって表される。これら密度行列

要素の時間変化を調べるための運動方程式は、半導体 Luminescence方程式の手法に基づ
いて以下のように導出される [51, 52]。

d

dt
⟨σzl ⟩(t) = −2g

∑
k

Im⟨b†kσ
−
l ⟩(t), (5.1)

d

dt
⟨σ+

1 σ
−
2 ⟩(t) = i∆⟨σ+

1 σ
−
2 ⟩(t)− 2ig

∑
k

(
⟨σz1⟩(t)⟨b

†
kσ

−
2 ⟩(t)− ⟨σz2⟩(t)⟨b

†
kσ

−
1 ⟩∗(t)

)
(5.2)

d

dt
⟨b†kσ

−
l ⟩(t) = i(Ωk − ωl + iγ)⟨b†kσ

−
l ⟩(t) + ig

[(
⟨σzl ⟩(t) +

1

2

)
+ ⟨σ+

l̄
σ−
l ⟩(t)

]
(5.3)

ここで、l̄は l番目の２準位系とは別の２準位系であることを表す。また、∆は１番目と
２番目の２準位系間の共鳴周波数の離調を表し、∆ = ω1 − ω2によって定義される。ま
た、photon-assisted polarizationの緩和定数 γは現象論的に導入した。式 (5.1)は、photon-
assisted polarizationをソースとした発光過程によって２準位系のポピュレーションが緩
和するダイナミクスを表す。Photon-assisted polarizationの時間発展は式 (5.3)によって
記述されており、その右辺第２項が、通常の２準位系単独での自然放出による発光過程を
表し、第３項が、superradinaceに発生に必要な２準位系同士が協力的に光放出をする発
光過程を表す。元の Luminescence方程式には、光を量子論的に扱って初めて現れる自然
放出と協力的光放出の発光過程だけでなく、古典的な発光過程である誘導放出も含まれて
いた。しかし、本節では、２準位系はその共鳴波長に比べて十分に狭い領域に存在すると
想定し、誘導放出の効果を無視する。superradianceは、２準位系同士が均一な光を介し
て結合することで形成するDicke状態間を介して自然放出することで生じる発光現象であ
る [24, 25, 26, 27]。この時、superradianceによる２準位系間のコヒーレンス形成効果が支
配的となる。これは、誘導放出による遷移レートよりも、superradianceによる遷移レー
トが大きいためである [24]。それ故、誘導放出の効果は無視できるのである。つまり、本
節では、光子場の真空揺らぎによって引き起こされる、自然放出と協力的光放出の発光過
程のみに注目するのである。
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一般に、photon-assisted polarizationの時間発展は、他のポピュレーションと２準位系
間相関の時間発展と比べて、十分に早く終了することが知られている [62]。この時、式
(5.3)に対して断熱近似を施すことが可能になる。つまり、photon-assisted polarizationを
∂⟨b†kσ

−
l ⟩(t)/∂t = 0 (l = 1, 2)によって解くことが許され、その定常解の虚部は次式のよう

に与えられる。

Im⟨b†kσ
−
l ⟩ =

gγ

(Ωk − ωl)2 + γ2

[(
⟨σzl ⟩+

1

2

)
+Re⟨σ+

l̄
σ−
l ⟩
]
− g(Ωk − ωl)

(Ωk − ωl)2 + γ2
Im⟨σ+

l̄
σ−
l ⟩

(5.4)

この時、superradiance発生に重要な２準位系間相関であるが、物質系のコヒーレンスを
表すのはその実部である [26, 50]。そこで、本研究では式 (5.4)の右辺第３項の、２準位系
間相関の虚部を含む項は考慮せず、後の章においてもこの仮定を用いる。さらに、断熱
近似下での発光ダイナミクスは、γの値に依存しないことが知られている [62]。よって、
γ → 0のように取ることも許されるので、このことを用いて

lim
γ→0

γ

(Ωk − ωl)2 + γ2
= πδ(Ωk − ωl) (5.5)

という関係式を用いた。つまり、断熱近似下では２準位系の共鳴周波数と同じモードを持
つ光子のみが寄与することになる。この定常解 (5.4)を、式 (5.1)および式 (5.2)に代入す
ることで、光放出による２準位系のポピュレーションと２準位系間相関の時間発展方程式
は以下のようになる。

d

dt
⟨σzl ⟩(t) = −Gl

[(
⟨σzl ⟩(t) +

1

2

)
+Re⟨σ+

l̄
σ−
l ⟩(t)

]
(5.6)

d

dt
⟨σ+

1 σ
−
2 ⟩(t) = i∆⟨σ+

1 σ
−
2 ⟩(t) +G2⟨σz1⟩(t)

[(
⟨σz2⟩(t) +

1

2

)
+ ⟨σ+

1 σ
−
2 ⟩(t)

]
+G1⟨σz2⟩(t)

[(
⟨σz1⟩(t) +

1

2

)
+ ⟨σ+

2 σ
−
1 ⟩∗(t)

]
(5.7)

ただし、l番目の２準位系の遷移レートはGl = V ω2
l g

2/(πc3)によって定義される。ここ
で、cは光速度、V は系の体積である。もし、式 (5.6)の右辺に存在する、協力的光放出を
表す２準位系間相関の実部Re⟨σ+

l̄
σ−
l ⟩(t)を無視した時、式 (5.6)は単独の２準位系が通常

の自然放出によって緩和するダイナミクスを記述することになる。つまり、２準位系間相
関Re⟨σ+

l̄
σ−
l ⟩(t)は、光放出を促進または抑制する役割を持っていることがわかる。ここで

最後に、自然放出による発光過程と量子相関を伴った協力的光放出による発光過程の両者
は、光を量子化して初めて現れる発光過程であり、量子力学的な効果が由来していること
を強調しておく。

5.1.2 数値計算結果と考察

ここでは、上記のような superradianceと subradianceを記述する時間発展方程式を数
値計算によって解くことで、２準位系間の相関の時間発展と、この協力効果がポピュレー
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図 5.1 数値計算による superradianceと subradianceのダイナミクスのシミュレーション結果。

(a)、(b)、(c)は２準位系間の相関の実部、(d)、(e)、(f)は２準位系のポピュレーションの時間発

展をそれぞれ表す。ここで、N(t) = ⟨σz⟩+ 1/2である。また、(a)、(d)は∆/G = 0、(b)、(e)は

∆/G = 1、および (c)、(f)は∆/G = 30に対応している。各図において、青線は ⟨σz⟩(0) = 0.25、

橙線は ⟨σz⟩(0) = 0.1、および赤線は ⟨σz⟩(0) = −0.25を設定した場合の結果をそれぞれ表す。時

刻はG−1によって規格化されている。

ションの時間変化にどのように影響するかを明らかにする。ここで２準位系の遷移レート
の添字 lに対する依存性は、本研究では無視する。つまり、G1 = G2 = Gである。また、
Gはエネルギーもしくは時間の単位 (G−1)として用いる。初期時刻における２つの２準
位系のポピュレーションは同じ値を設定する。つまり、⟨σz1⟩(0) = ⟨σz2⟩(0) = ⟨σz⟩(0)とす
る。また、他の密度行列要素に関しては 0とする。２準位系の占有率の依存性を無視した
場合、２つの２準位系のポピュレーションの時間発展は、それぞれ一致するので、２つの
ポピュレーションの時間発展は、その添字を落とした占有率 ⟨σz⟩(t)の時間発展方程式を
用いる。図３ (a),(b)と (c)は、２準位系相関の時間発展を表し、それぞれ∆/G = 0, 1と
30の場合に対応する。また、図 5.1(d)、(e)と (f)は２準位系のポピュレーションの時間発
展を表し、それぞれ∆/G = 0, 1と 30の場合に対応する。また、初期時刻におけるポピュ
レーションとして、N(0) = ⟨σz⟩(0) + 1/2 = 1, 0.6,と 0.25のような３つの条件を与えた。
初めに、図 5.1(a)で示された、２つの２準位系が共鳴の場合における (∆/G = 0)、初

期のポピュレーション ⟨σz⟩(0)に対する発光ダイナミクスの依存性を議論する。まず、完
全反転分布を与えた場合 (⟨σz⟩(0) = 0.5)では、分極間相関は初期段階では正の方向に成
長し、最大値 0.25までに達する。その後、0に緩和していく。しかし、完全ではない反転
分布を与えた場合 (⟨σz⟩(0) = 0.1)、分極間相関は、初期時刻付近では正の方向に成長する
が、0.25までには到達しない。また、すぐに負の方向に成長した後に、ある一定値を保
ちながら定常状態に至る。次に、反転分布が実現していない場合 (⟨σz⟩(0) = −0.25)、２
準位系間相関は最初から正の方向に成長せず、負の方向に成長し、定常値で一定になる。
これら２準位系間相関の時間発展は、図 5.1(d)に示されているように、ポピュレーショ
ンのダイナミクスに反映されている。完全反転分布が形成されている場合、ポピュレー
ションの緩和は、通常の自然放出によるものと比べて早くなっている。これは、通常の自
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然放出による脱励起に相当する図 5.1(f)と比較すれば明らかである。正の値を持つ２準位
系間相関は、分極同士が同位相になっており、つまり、２準位系の緩和レートを増加させ
るような superradianceが生じていることを表す。対照的に、負の値を持つ２準位系間相
関は、分極同士は互いに逆位相の状態になっており、これによって、自然放出が抑制され
て subradianceが生じていることを表している。完全反転分布以外の条件 (⟨σz⟩(0) = 0.1、
−0.25)については、初期段階では相関を伴った協力的光放出の効果が小さく、通常の自
然放出による発光過程のみでポピュレーションは緩和するが、２準位系間相関が正から負
に切り替わることで、subrdianceの発生によってその緩和は抑制される。
次に、発光ダイナミクスの２準位系間の共鳴周波数離調 (∆ = ω1 − ω2)に対する依存性

を議論する。図 5.1(a)と (b)を比較すると、２準位系同士が非共鳴の場合 (∆/G = 1)、２
準位系間相関は一定にはならず、正値と負値の間を振動子ている様子が見て取れる。こ
の相関の振動の周期は２準位系間の共鳴周波数離調∆で決まり、つまり、周期は 2π/∆

である。図 5.1(c)のように、∆がさらに大きい場合 (∆/G = 30)でも、相関は成長せず、
振動の周期はさらに短くなっていることがわかる。ここで、２準位系間相関の時間発展
が、ポピュレーションの時間発展にどのように影響しているか見る。∆/G = 1の場合、
ポピュレーションも、相関と同様に振動していることがわかる。これはつまり、２準位
系の非共鳴性が superradianceと subradianceの発生を阻害していることを表す。さらに、
∆/G = 30の場合、相関は全く成長せず、通常の自然放出による発光過程が支配的となる。
このため、ポピュレーションは遷移レートGで指数関数的に現象している。よって、２
準位系の非共鳴性∆が、光と物質の相互作用の大きさに相当する２準位系の遷移レート
Gに対して十分大きい場合は、superradianceと subradianceは発生しない。
上述のように、光を介して結合した２準位系間の量子相関は、光放出を促進させるよう

な superradianceと、それを抑制するような subradianceの発生に寄与する重要な量であ
る。また、superradianceまたは subradianceが発生するかは、２準位系の非共鳴性と遷移
レートの比率∆/Gで決まり、さらに反転分布が形成されているかどうかに依存する。

5.2 位相ダイナミクスの時間発展方程式

前節では、光を介して結合した２準位系間の量子相関は、複数分極からの協力的光放出
である superradianceと subradianceを発生させ、両者のいずれかが生じるかは、２準位
系の非共鳴性∆、２準位系の遷移レートG及び初期時刻における反転分布 ⟨σz⟩(0)に依存
することを示した。この superradianceと subradianceは分極集団による、同期現象であ
ると考えることができる。前節では superradianceと subradianceが生じる条件下で数値
計算によって解析を行なった。本節では、同期現象の現象論とのアナロジーによって、２
準位系間の協力的光放出を定量的かつ解析的に議論する。
２準位系間の相関は、光を介して結合した２つの分極の間の位相関係を表している。そ

こで、この位相に関する情報を抽出するために、相関をその絶対値R(t) = |⟨σ+
1 σ

−
2 ⟩|と、

図 5.2(a)で表されるような分極間の振動の位相差 ψ(t)を用いて、⟨σ+
1 σ

−
2 ⟩(t) = R(t)eiψ(t)

のように表現する。前節の条件と同様に、２準位系の遷移レートGlと占有率 ⟨σzl ⟩の２準
位系を区別する添字 lに対する依存性は無視する。この時、光子場を介して結合した２つ
の分極の位相ダイナミクスを記述する時間発展方程式は、superradianceと subradianceを
表現できる方程式 (5.6)および (5.7)から次のように得られた。
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図 5.2 ２つの分極による位相ダイナミクスの概略図。(a)は分極間の位相差を表す ψの定義を示

す。(b)は分極間に引力的な相互作用が作用した場合、互いに同位相になるように振動することを

表す。(c)は分極間に斥力的な相互作用が作用した場合、互いに逆位相になるように振動すること

を表す。

d

dt
ψ(t) = ∆− 2G⟨σz⟩(t)

R(t)

(
⟨σz⟩(t) + 1

2

)
sinψ(t) (5.8)

d

dt
R(t) = 2G⟨σz⟩(t)

[(
⟨σz⟩(t) + 1

2

)
cosψ(t) +R(t)

]
(5.9)

d

dt
⟨σz⟩(t) = −G

[(
⟨σz⟩(t) + 1

2

)
+R(t) cosψ(t)

]
(5.10)

5.3 蔵本モデルとのアナロジーと同期現象の起源

ここでは、5.2章で導出した位相ダイナミクスを記述する時間発展方程式を、同期現象
の観点から議論する。導出された位相差に関する時間発展方程式 (5.8)は以下のように蔵
本モデルと同等である [16]。

d

dt
ψ(t) = ∆−K(t) sinψ(t) (5.11)

K(t) =
2G⟨σz⟩(t)
R(t)

(
⟨σz⟩(t) + 1

2

)
(5.12)

ここで、K(t)は分極同士を同期させるような相互作用を表す。K(t) > 0の場合は、図
5.2(b)で表されるような、分極間に互いの位相を引き寄せるような引力的な相互作用が働
くことで、互いに同位相になるように振動するようになり、位相差は ψ(t) = 0になる。
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逆に、K(t) < 0の場合は、図 5.2(c)で表されるように、分極間には互いの位相を引き離
すような斥力的な相互作用が働くことで、互いに逆位相になるように振動するようにな
り、位相差はψ(t) = πになる。つまり、分極間に作用する相互作用K(t)は、光を介して
結合した分極集団による同期現象である superradianceと subradianceが生じるための重
要な効果である。式 (5.12)で定義されているK(t)に含まれる因子 (⟨σz⟩(t) + 1/2)は、式
(5.3)、(5.6)および (5.7)に現れるような自然放出を表す項から由来する。この自然放出の
効果は、光を量子論的に扱うことで初めて現れる、光子場の量子力学的効果に由来する。
つまり、同期現象が生じるために必要な相互作用K(t)は、光を量子論的に扱わない限り
導出することはできない。元の時間発展方程式には、自然放出だけでなく古典的な誘導放
出の効果も含まれていた。しかし、２準位系集団が、その共鳴波長に比べて十分狭い領域
に存在する場合は、誘導放出の寄与は無視できるので、K(t)にはこの古典的効果は寄与
しない。以上より、superradianceと subradianceは、光子場の量子力学的効果である真空
場揺らぎが起源となる相互作用が分極間に作用することで発生する同期現象であること
が、全量子論的な理論構築によって初めて明らかになった。

5.4 位相ダイナミクスの計算結果と考察

ここでは、式 (5.8)、(5.9)および (5.10)で表された、光を介して結合した２つの２準位
系に関する位相ダイナミクスの時間発展方程式を数値計算的にシミュレーションを行う
ことで、分極間の同期ダイナミクスの詳細を議論する。位相ダイナミクスを表す３つの時
間依存する変数に関する時間発展の様子を図 5.3に示した。図 5.3(a)、(b)および (c)に分
極間の位相差 ψ(t)、図 5.3(d)、(e)および (f)に２準位系間相関の絶対値R(t)、そして図
5.3(g)、(h)および (i)に２準位系のポピュレーションN(t) = ⟨σz⟩ + 1/2を示した。さら
に、初期時刻におけるポピュレーションとして３つの場合を考え、図 5.3(a)、(d)および
(g)は完全反転分布を与えた場合を (⟨σz⟩(0) = 0.5)、図 5.3(b)、(e)および (h)は完全では
ない反転分布を (⟨σz⟩(0) = 0.1)、そして図 5(c)、(f)および (i)は反転分布が実現されてい
ない場合をそれぞれ表している。上記の全ての場合について、２準位系同士が共鳴な場合
(∆/G = 0)を赤線で、非共鳴な場合 (∆/G = 30)を黒線で、数値計算の結果を表してい
る。また、ψ(0)とR(0)は、もともとこれらで１つの相関 ⟨σ+

1 σ
−
2 ⟩(0)の値を決めるので、

両者は独立に取ることはできない。本研究では、初期の位相差は ψ(0) = π/2、さらに十
分小さい値としてR(0) = 0.01を設定して、これらをもって初期時刻では２準位系間の相
関は形成されていないと想定する。これは、R(0)を 0.01よりも小さくとっても、位相ダ
イナミクスに変化がないことが確かめられたからである。
最初に、２準位系同士が共鳴な場合を考える (∆/G = 0)。完全反転分布が与えられた

場合 (⟨σz⟩(t) = 0.5)、位相差は ψ(t)直ちに 0に近づいており、相関の絶対値R(t)は 0.25

まで成長していることが、図 5.3(a)および (d)からわかる。これらの現象は、図 5.3(g)が
示すように、ポピュレーションが通常の自然放出よりも早く緩和していることからわかる
ように、分極同士が同位相で振動することによって superradianceが生じていることがわ
かる。最終的に、R(t)は減少しながら 0に近づいていき、位相差 ψ(t)は緩やかに上昇す
る。不完全な反転分布が与えられた場合 (⟨σz⟩(t) = 0.1)、位相差はψ(t)は初期段階では減
少するが０には到達せず、時刻Gt = 0.2付近からは上昇し始め、最終的に位相差はψ = π

に到達していることが図 5.3(b)とそこの挿入図からわかる。R(t)は位相差が ψ = πに近
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づくと共に緩やかに成長していることが図 5.3(e)からわかる。これは、超放射的な相関が
十分に形成されず、分極同士が互いに逆位相で振動することによって、subradiance的な
相関形成が支配的になっていることを表している。さらに、図 5.3(h)からわかるように、
ポピュレーションは完全に緩和し切らない。つまり、subradianceによって光放出が抑制
されていることが見て取れる。完全反転分布が形成されていない場合 (⟨σz⟩(0) = −0.25)、
位相差ψ(t)は初期段階から増加し始め、最終的にψ = πで一定となることが、図 5.3(c)と
そこの挿入図からわかる。それに伴って、相関の絶対値R(t)も初期時刻から緩やかに成
長していることが、図 5.3(f)からわかる。これらの振る舞いは、分極同士は初期段階から
直ちに逆位相で振動し始めて、subradianceが生じていることを示す。図 5.3(i)が示すよ
うに、光放出の抑制が反映されることで、ポピュレーションは通常の自然放出よりも緩和
が遅くなっており、最終的にそれは保持されていることがわかる。以上で述べたように、
初期時刻で与えたポピュレーション ⟨σz⟩(0)に依存して、superradianceと subradianceの
メカニズムを分極間の位相差の時間発展に基づいて記述することができた。
次に、２準位系間が非共鳴な場合を考える (∆/G = 30)。図 5.3(a)、(b)および (c)が示

すように、位相差ψ(t)の時間発展の様子は初期時刻に与えたポピュレーション ⟨σz⟩(0)に
依存しておらず、周期∆で 0と 2πの間を振動していることがわかる。これは、光と物質
の結合の大きさに相当する２準位系の遷移レートGが、２準位系間の共鳴周波数離調∆

図 5.3 数値計算による、２つの分極に関する位相ダイナミクスのシミュレーション結果。(a)、

(b)、(c)は分極間の位相差、(d)、(e)、(f)は２準位系間相関の絶対値、および (g)、(h)、(i)はポ

ピュレーションの時間発展をそれぞれ表す。また、(a)、(d)、(g)は ⟨σz⟩(0) = 0.5、(b)、(e)、(h)

は ⟨σz⟩(0) = 0.1、および (c)、(f)、(i)は ⟨σz⟩(0) = −0.25の場合をそれぞれ表す。各図において

赤線は∆/G = 0、黒線は∆/G = 30設定した場合の結果をそれぞれ表す。時刻はG−1によって

規格化されている。
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に比べて小さいためであり、つまり、分極間に作用する同期させる相互作用が寄与しない
ことが理由である。図 5.3(d)、(e)および (f)からわかるように、相関の絶対値R(t)は成
長せず、ポピュレーションは遷移レートGで通常の自然放出的に緩和していることが図
5.3(g)、(h)および (i)からわかる。
前述の通り、２準位系間が非共鳴な場合 (∆/G = 30)では、光を介して結合した２つの

分極の位相ダイナミクスはほとんど依存しない。しかし、図 5.3(a)、(b)および (c)内の挿
入図が示すように、初期時刻付近における位相差ψ(t)の振る舞いが異なることについては
注目すべきである。完全反転分布 (⟨σz⟩(0) = 0.5)の場合、２準位系同士が共鳴 (∆/G = 0)

および非共鳴 (∆/G = 30)な場合共に、位相差 ψ(t)は減少している。不完全な反転分布
(⟨σz⟩(0) = 0.1)の場合、位相差ψ(t)は、２準位系同士が共鳴な場合は減少しているが、非
共鳴な場合は増加している。反転分布が実現していない (⟨σz⟩(0) = −0.25)場合、共鳴、
非共鳴な場合共に増加していることがわかる。これらの初期時刻近傍における位相差が、
初期のポピュレーションに依存して異なる点については、分極の同期現象を記述する時間
発展方程式 (5.11)および (5.12)を用いて理解できる。これについては後の節において説
明する。

5.5 同位相同期および逆位相同期の実現条件

図 5の挿入図が示していたように、初期時刻付近において、分極間の位相差ψ(t)が減少
または増加するか、さらに同位相または逆位相で同期するかは、初期時刻におけるポピュ
レーション ⟨σz⟩(0)と、２準位系の非共鳴性と、２準位系と光の結合の大きさの比∆/Gに
依存していることが明らかになった。このような分極間の同期現象のパラメータに対する
依存性は、分極の同期現象を記述し、蔵本モデルに相当する式 (5.11)から理解することが
できる。式 (5.11)からわかるように、分極間の位相差 ψ(t)の時間発展が、２準位系の非
共鳴性∆と、分極間に作用する相互作用K(t)の大きさの両者の大小関係、およびK(t)

の符号に依存することがわかる。つまり、分極間に作用する相互作用K(t)の大きさが、
２準位系間の共鳴周波数離調∆より大きければ、分極同士は同期することが可能になり、
さらに、K(t) > 0であれば互いに同位相で、逆にK(t) < 0であれば互いに逆位相で同期
するようになる。もし、相互作用K(t)が非共鳴性∆より小さい場合、分極同士は同期す
ることができず、位相差 ψ(t)は周期∆によって単調に増加することになる。それゆえ、
初期時刻において、位相差が ψ(0) = π/2から減少し、同位相で同期するためには次式の
ような条件が要請される。


∆

G
<

∣∣∣∣2⟨σz⟩(0)R(0)

(
⟨σz⟩(0) + 1

2

)∣∣∣∣
⟨σz⟩(0) > 0

(5.13)

さらに、位相差が ψ(0) = π/2から増加し、逆位相で同期するための条件は次式のように
与えられる。
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
∆

G
<

∣∣∣∣2⟨σz⟩(0)R(0)

(
⟨σz⟩(0) + 1

2

)∣∣∣∣
⟨σz⟩(0) < 0

(5.14)

また、分極同士は同期せず、位相差ψ(t)が単調に増加する条件は次式のように与えられる。

∆

G
>

∣∣∣∣2⟨σz⟩(0)R(0)

(
⟨σz⟩(0) + 1

2

)∣∣∣∣ (5.15)

初期時刻の相関の絶対値をR(0) = 0.01とした時、式 (5.13)、 (5.14)および (5.15)によっ
てそれぞれ表された、３つの位相ダイナミクスが生じるための条件を、初期時刻のポピュ
レーション ⟨σz⟩(0)と、２準位系の非共鳴性と遷移レートの比∆/Gの２つのパラメータに
よって図示したもを図 5.4に表した。図 5.4中の青い領域“in-phase”は式 (5.13)で定義さ
れており、そこでは分極同士は同位相で同期し、superradianceが生じることを表す。同
じく赤い領域“anti-phase”は式 (5.14)で定義されており、そこでは分極同士は逆位相で
同期し、subradianceが生じることを表す。最後に、白い領域“out-of-phase”は式 (5.15)

で定義されており、そこでは分極は同期せず、superradianceと subradinaceのいずれも生
じない領域を表す。
完全反転分布 (⟨σz⟩(0) = 0.5)の場合における図 5.3(a)の挿入図において、２準位系間

が共鳴 (∆/G = 0)および非共鳴 (∆/G = 30)の状況は図 5.4中の大きい黒点 (i)および (ii)

にそれぞれ対応している。両方の条件は同位相領域に含まれているので、初期時刻近傍
では、それぞれ条件下における位相差は ψ(t)は減少し、同位相で同期しようとしている
ことがわかる。次に、不完全な反転分布 (⟨σz⟩(0) = 0.1)の場合における図 5.3(b)の挿入
図において、共鳴および非共鳴の状況は図 5.4中の黒点 (iii)および (iv)にそれぞれ相当す
る。共鳴の場合は同位相領域に含まれるので、分極間の位相差 ψ(t)は減少し、分極同士
は同位相で同期しようとする。一方で非共鳴の場合は非同期の領域に含まれるので、位
相差 ψ(t)は単調に増加していることがわかる。最後に、反転分布が与えられていない場
合 (⟨σz⟩(0) = −0.25)の場合における図 5.3(c)の挿入図における、共鳴および非共鳴の状
況は、図 5.4中の黒点 (v)および (vi)にそれぞれ対応している。両者の状況下では、位相
差 ψ(t)は増加しているが、メカニズムはそれぞれ異なる。つまり、共鳴な場合は逆位相
領域に含まれるので、位相差が ψ = πになるように緩やかに増加しているが、一方で非
共鳴な場合は、非同期領域に含まれるので、位相差 ψ(t)は πにならずに単調に増加して
いることがわかる。以上より、superradianceと subradianceを同期現象を記述する蔵本モ
デルに基づいて議論することで、分極が同期するためのパラメータに対する条件を明らか
にすることができた。
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図 5.4 ２つの分極が同期するための条件を表す図。分極同士が同位相で同期する条件が青の領域、

逆位相で同期する条件が赤の領域、また、分極同士が同期しない条件が白の領域でそれぞれ表さ

れている。図中の黒点は、図 5-3の数値計算において与えたパラメータを表している。(i)は

(⟨σz⟩(0),∆/G) = (0.5, 0)、(ii)は (0.5, 30)、(iii)は (0.1, 0)、(iv)は (0.1, 30)、(v)は (−0.25, 0)、

および (vi)は (−0.25, 30)を表す。

5.6 同位相同期から逆位相同期への時間的転移

図 5.3(b) で表されるように、２準位系間が共鳴 (∆/G = 0) で、不完全な反転分布
(⟨σz⟩(0) = 0.1)が与えられた時、時刻 Gt = 0.2付近において、位相差は同位相で同期
しようとψ(t) = 0に近づことしているが、突然、逆位相で同期しようと位相差がψ(t) = π

に変化している振る舞いが見られる。この、分極同士が同位相で同期しようとする状況か
ら、最終的に逆位相で同期する現象が、初期のポピュレーション ⟨σz⟩(0)に対してどのよう
に依存しているかを明らかにするために、位相差ψ(t)の時間発展を、−0.5 ≤ ⟨σz⟩(0) ≤ 0.5

の範囲にわたって調べ上げたものを図 5.5に示す。
完全反転分布の場合 ( ⟨σz⟩(0) = 0.5)、位相差 ψ(t)は π/2より下回って変化しているの

で、常に同位相の状態である。しかしながら、初期のポピュレーション ⟨σz⟩(0)が 0.5より
小さくなった時、同位相同期から逆位相同期への転移が見られるようになった。さらに、
初期のポピュレーションが ⟨σz⟩(0) = 0より小さい場合、つまり反転分布が実現してない場
合では、初期段階から逆位相で同期するようになっており、先に述べたような転移は見ら
れない。つまり、分極同士の同位相同期から逆位相同期への転移は、完全反転分布を除く、
反転分布が実現している場合のみに生じていることが明らかになった (0 < ⟨σz⟩(0) < 0.5)。
このような転移は、5.2で述べた分極同士の同期現象を記述する蔵本モデル (5.11)を用いて
理解することができる。式 (5.11)で表されているように、もし分極間に作用する相互作用
K(t)がK(t) > 0であれば、位相差は同位相ψ(t) = 0になるように変化し、逆にK(t) < 0

の場合では、逆位相 ψ(t) = πになるように変化する。式 (5.12)からわかるように、分極
同士を同期させる相互作用K(t)は、時間的に変化する ⟨σz⟩とR(0)を含んでいるので、
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図 5.5 分極間の位相差 ψの時間発展を、−0.5 ≤ ⟨σz(0)⟩ ≤ 0.5の範囲で、数値計算によってシ

ミュレーションした結果。時刻はG−1によって規格化されている。

この相互作用K(t)もまた、時間的に変化するのである。特に、相互作用K(t)の符号は、
２準位系のポピュレーション ⟨σz⟩(t)が正か負かの値をとるかで決まる。つまり、K(t)の
符号は反転分布が実現しているかどうかで決まるのである。もし、初期時刻において反
転分布が実現している場合 (0 < ⟨σz⟩(0) < 0.5)、分極間に作用する相互作用K(t)は正、
つまり分極間の位相差 ψ(t)を小さくするような引力的な相互作用が初期段階では働くの
で、位相差は小さくなるように変化する。ところが、superradinaceは、２準位系が保持
していたエネルギーが光として外部へ散逸する非平衡的な発光過程である。つまり、ポ
ピュレーション ⟨σz⟩(t)が時間的に減少していくのである。よって、ある時刻 t∗を境に、
ポピュレーション ⟨σz⟩(t)は、反転分布の状態 ⟨σz⟩ = 0を下回る事になる。この t∗は、分
極の位相差が同位相から逆位相へ変化し始める時間に対応し、同位相同期から逆位相同期
への転移が生じる時間に相当する。前述のように、superradianceはエネルギー散逸を伴
う同期現象であるから故に、古典的な同期現象では見られないような、量子系に特有の時
間的な同位相の同期現象から逆位相の同期現象への遷移が生じたと考えることができる。
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6 共振器QED系における複数分極集団の同期現象

6.1 共振器QED系におけるLuminescence方程式

本章では、5章では無視した誘導放出の効果も考慮することで、古典論的なレーザーと
量子論的な superradianceを同期現象の観点から包括的に議論する。誘導放出の効果を取
り込むために、ここでは、光子環境は単一モード周波数 ν の光子のみを取り扱う。つま
り、光共振器を導入し、N 個の２準位系をその共振器内に閉じ込めた系を想定する。こ
の系のダイナミクスを記述する Luminescence方程式は以下の通りになる [50]。

∂⟨σzj ⟩
∂t

= −2gIm⟨b†σ−
j ⟩ (6.1)

∂⟨b†b⟩
∂t

=
N∑
j=1

2gIm⟨b†σ−
j ⟩ − κ⟨b†b⟩ (6.2)

∂⟨σ+
j σ

−
k ⟩

∂t
= i(ωj − ωk)⟨σ+

j σ
−
k ⟩ − 2ig

[
⟨σzj ⟩⟨b†σ−

k ⟩ − ⟨σzk⟩⟨b†σ−
j ⟩∗
]

(6.3)

∂⟨b†σ−
j ⟩

∂t
= i(ν − ωj + iγ)⟨b†σ−

j ⟩+ ig

(⟨σzj ⟩+ 1

2

)
+ 2⟨σzj ⟩⟨b†b⟩+

∑
m(̸=j)

⟨σ+
mσ

−
j ⟩

 (6.4)

ここで、式 (6.1)および (6.4)においては j = 1, 2, · · ·, N であり、式 (??)においては、
j ̸= k, j, k = 1, 2, · · ·, N とする。また、γ, κはそれぞれ現象論的に導入された photon-

assisted polarizationの緩和レート、および共振器光子の損失レートをそれぞれ表す。2準
位系の占有率、共振器光子数及び 2準位系間相関の時間発展はphoton assisted polarization

に依存する。photon assisted polarizationの時間変化は一般に、他の密度行列要素の時間変
化に比べて極めて速いことが知られている。そこで、今までの議論と同様にphoton assisted

polarizationは時間微分の項を無視して得られる定常解を用いる。その解を、2準位系間
相関の時間発展方程式に代入することで次式が得られる。

∂⟨σzj ⟩
∂t

= − G

1 + δ2j

(⟨σzj ⟩+ 1

2

)
+ 2⟨σzj ⟩⟨b†b⟩+

∑
m(̸=j)

Re⟨σ+
mσ

−
j ⟩

+ P

(
1

2
− ⟨σzj ⟩

)
(6.5)

∂⟨b†b⟩
∂t

=
N∑
j=1

G

1 + δ2j

(⟨σzj ⟩+ 1

2

)
+ 2⟨σzj ⟩⟨b†b⟩+

∑
m(̸=j)

Re⟨σ+
mσ

−
j ⟩

−Kcav⟨b†b⟩ (6.6)

∂⟨σ+
j σ

−
k ⟩

∂t
= i(ωj − ωk)⟨σ+

j σ
−
k ⟩+

G

1 + δ2k
⟨σzj ⟩

(⟨σzk⟩+ 1

2

)
+ 2⟨σzk⟩⟨b†b⟩+

∑
m( ̸=k)

⟨σ+
mσ

−
k ⟩


+

G

1 + δ2j
⟨σzk⟩

(⟨σzj ⟩+ 1

2

)
+ 2⟨σzj ⟩⟨b†b⟩+

∑
m( ̸=j)

⟨σ+
j σ

−
m⟩


(6.7)
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ここで、G = 2g2/γは孤立２準位系の遷移レート、δj = (ν − ωj)/γは共振器モードと j

番目２準位系の間の周波数離調をそれぞれ表す。式 (6.5)は、右辺第１項の光の量子性を
反映した自然放出の効果と、右辺第３項の光を介して結合した２準位系同士による協力的
光放出による発光過程だけでなく、右辺第２項の古典的な発光過程である誘導放出によっ
ても２準位系のポピュレーションの緩和が生じることを表す。式 (6.6)は、先ほど述べた
３つの発光過程により共振器内の光子が増加していくことを表す。そして、式 (6.7)、は
物質系のコヒーレンスが量子論的効果である自然放出によってだけでなく、古典的な誘導
放出によっても形成されることを表す。また、今までの議論と異なる点としては、誘導放
出の発光過程が加わるだけでなく、例えば式 (6.5)において、物質系と単一光子系の離調
δjに由来する因子が現れている。前セクションでは、無限のモードが存在する光子の中か
ら、２準位系の共鳴周波と共鳴な光子のみが寄与することから、物質系と光子系の離調に
相当するような因子は現れなかった。しかし、ここでは光子を単一モードしか持たない共
振器光子を想定しているので、物質系と光子系の離調が顕に式 (6.5)の右辺第４項のよう
に加わるのである。また、式 (6.5)から分かるように、ポピュレーションの緩和は単独２
準位系の遷移レートGと比べて 1/(1 + δ2j )倍遅くなることが分かる。これは、物質系と
光子系が互いに共鳴な相互作用ができずに、見かけ上、両者の結合の大きさが弱くなって
いるためだと考えられる。

6.2 位相ダイナミクスの時間発展方程式

今までの議論と同様に、分極間の相関は互いの位相関係を表すと考え、２準位系間相
関からそれを抽出することを行う。つまり、j番目と k番目に関する２準位系間相関を、
⟨σ+

j σ
−
k ⟩ = Rjk exp[iψjk] (ψjk = ϕj − ϕk, Rjk = |⟨σ+

j σ
−
k ⟩|)のように、その振幅Rjk(t)およ

びそれら２つの分極振動の位相差 ψjk(t)のようにその振幅と位相因子に分離する。これ
を式 (6.5)、(6.6)および (6.7)に代入することで、共振器QED系における分極集団の同期
現象のダイナミクスを記述する時間発展方程式を次式のように導出することができた。

∂⟨σzj ⟩
∂t

= − G

1 + δ2j

(⟨σzj ⟩+ 1

2

)
+ 2⟨σzj ⟩⟨b†b⟩+

∑
m(̸=j)

Rmk cosψmj

+P (1

2
− ⟨σzj ⟩

)
(6.8)

∂⟨b†b⟩
∂t

=
N∑
j=1

G

1 + δ2j

(⟨σzj ⟩+ 1

2

)
+ 2⟨σzj ⟩⟨b†b⟩+

∑
m(̸=j)

Rmk cosψmj

−Kcav⟨b†b⟩ (6.9)

Rjk
∂ψjk
∂t

= ∆jkRjk −
G⟨σzj ⟩
1 + δ2k

{[(
⟨σzk⟩+

1

2

)
+ 2⟨σzk⟩⟨b†b⟩

]
sinψjk −

∑
m(̸=k)

Rmk sinψmj

}

− G⟨σzk⟩
1 + δ2j

{[(
⟨σzj ⟩+

1

2

)
+ 2⟨σzj ⟩⟨b†b⟩

]
sinψjk −

∑
m(̸=j)

Rjm sinψkm

}
(6.10)
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∂Rjk

∂t
=
G⟨σzj ⟩
1 + δ2k

{[(
⟨σzk⟩+

1

2

)
+ 2⟨σzk⟩⟨b†b⟩

]
cosψjk +

∑
m(̸=k)

Rmk cosψmj

}

+
G⟨σzk⟩
1 + δ2j

{[(
⟨σzj ⟩+

1

2

)
+ 2⟨σzj ⟩⟨b†b⟩

]
cosψjk +

∑
m(̸=j)

Rjm cosψkm

}
(6.11)

この導出された分極振動の位相ダイナミクスの時間発展方程式 (6.10)を用いて、共振器
QED系における同期現象論的な解析を行う。ただし、本研究では次の仮定を設ける。１
つ目は、２準位系の共鳴周波数分布は平均値が ω0、分散が∆のGauss分布

f(ω) =
1

∆
√
2π
e
−(ω − ω0)

2

2∆2 (6.12)

を想定し、各２準位系と光子系との離調 δj (j = 1, · · · , N)を全て δ0 = ν − ω0に置き換え
る。２つ目は、２準位系占有率と相関の振幅の２準位系を区別する添字の依存性を無視す
る。つまり、⟨σzj ⟩ → ⟨σz⟩, Rjk → Rである。このような仮定のもとで、共振器QED系の
分極集団の位相ダイナミクス (6.8)、(6.9)、(6.10)および (6.11)は以下のようになる。

∂⟨σzj ⟩
∂t

= − G

1 + δ20

(⟨σzj ⟩+ 1

2

)
+ 2⟨σzj ⟩⟨b†b⟩+R

∑
m( ̸=j)

cosψmj

+ P

(
1

2
− ⟨σzj ⟩

)
(6.13)

∂⟨b†b⟩
∂t

=
N∑
j=1

G

1 + δ20

(⟨σzj ⟩+ 1

2

)
+ 2⟨σzj ⟩⟨b†b⟩+R

∑
m( ̸=j)

cosψmj

−Kcav⟨b†b⟩ (6.14)

R
∂ψjk
∂t

= ∆jkR−
G⟨σzj ⟩
1 + δ20

{
2

[(
⟨σzj ⟩+

1

2

)
+ 2⟨σzj ⟩⟨b†b⟩

]
sinψjk

−R

 ∑
m(̸=k)

sinψmj +
∑
m( ̸=j)

sinψkm

} (6.15)

∂R

∂t
=
G⟨σzj ⟩
1 + δ20

{
2

[(
⟨σzj ⟩+

1

2

)
+ 2⟨σzj ⟩⟨b†b⟩

]
cosψjk

+R

 ∑
m(̸=k)

cosψmj +
∑
m(̸=j)

cosψkm

} (6.16)

２準位系がN = 2の場合であれば解析は容易であるが、多体N ≫ 1の場合は、すべての
２準位系に関する組み合わせを考慮した位相差の時間発展方程式 (6.10)を扱うのは現実
的ではない。そこで、次式で定義されるような複素数秩序変数を導入することで、分極集
団を粗視化したような平均場を定義する [15, 16]。
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Z = |Z|eiΘ =
1

N

N∑
m=1

eiϕm (6.17)

ここで、|Z|は同期の大きさを表す秩序変数、Θ は平均場の位相を表す。これによって、
ある着目した j番目の分極と、式 (6.17)で定義された平均場の 2体の相互作用の問題に帰
着することができる。まず、式 (6.15)、及び (6.16)のRが係数として掛かっている項は、
秩序変数の定義式 (6.17)を用いて次のように変形できる。

∑
m( ̸=k)

sinψmj +
∑
m(̸=j)

sinψkm

=
∑
m

sinψmj − sinψkj +
∑
m

sinψkm − sinψkj

=N |Z| sin(Θ − ϕj) +N |Z| sin(Θ − ϕk)− 2 sinψkj

=−N |Z| sin(ϕj −Θ)−N |Z| sin(ϕk −Θ) + 2 sinψjk (6.18)

∑
m( ̸=k)

cosψmj +
∑
m( ̸=j)

cosψkm

=
∑
m

cosψmj − cosψkj +
∑
m

cosψkm − cosψkj

=N |Z| cos(Θ − ϕj) +N |Z| cos(Θ − ϕk)− 2 cosψkj

=N |Z| cos(ϕj −Θ) +N |Z| cos(ϕk −Θ) + 2 cosψjk (6.19)

次に、分極振動の位相差 (6.15)の両辺で総和
∑

kをとり、秩序変数の定義 (6.17)を用いル
コとで、j番目と k番目の分極間の振動の位相差に関する方程式 (6.15)を、j番目の分極
振動の位相 ϕjの時間発展方程式に帰着することができる。相関の振幅の時間発展方程式
(6.15)も同様に、両辺で総和

∑
kをとって、秩序変数の定義 (6.17)を用いれば、それぞれ

の時間発展方程式は次式のようになる。

R
∂ϕj
∂t

= ωjR−
G⟨σzj ⟩
1 + δ20

{
2

[(
⟨σzj ⟩+

1

2

)
+ 2⟨σzj ⟩⟨b†b⟩

]
+ (N − 2)R

}
|Z| sin(ϕj −Θ)

(6.20)

∂R

∂t
=
G⟨σzj ⟩
1 + δ20

{
2

[(
⟨σzj ⟩+

1

2

)
+ 2⟨σzj ⟩⟨b†b⟩

]
+ (N − 2)R

}
|Z| cos(ϕj −Θ) +

G⟨σzj ⟩
1 + δ20

RN |Z|2

(6.21)

ただし、式 (6.20)を導出する際に、
∑N

m=1 ∂ϕm/∂t =
∑N

m=1 ωmを仮定した。これは分極同
士が結合する前と後において共鳴周波数の総和は不変であることを表し、ある種のエネル
ギー保存そくに相当する。前章 5の位相ダイナミクスとは異なり、物質系と光子系の離調
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δ0が分極の位相ダイナミクスに影響していることが、式 (6.15)から分かる。ただし、本研究
ではこの離調の影響には着目しないので、共振器モードは物質系の共鳴周波数の平均値と
共鳴させることで、物質系と光子系のエネルギー離調の影響を無視する (δ0 = ν−ω0 = 0)。
最終的に、共振器QED系における分極集団の、平均場を用いて表された同期ダイナミク
スを表す時間発展方程式は以下の通りである。

∂ϕj
∂t

= ωj −K|Z| sin(ϕj −Θ) (6.22)

K =
G⟨σz⟩
R

[
2

(
⟨σz⟩+ 1

2

)
+ 4⟨σz⟩⟨b†b⟩+ (N − 2)R

]
(6.23)

∂R

∂t
= G⟨σz⟩

{[
2

(
⟨σz⟩+ 1

2

)
+ 4⟨σz⟩⟨b†b⟩ − (N − 2)R

]
|Z| cos(ϕj −Θ) +R|Z|2N

}
(6.24)

∂⟨σz⟩
∂t

= −G
[(

⟨σz⟩+ 1

2

)
+ 2⟨σz⟩⟨b†b⟩+R{N |Z| cos(ϕj −Θ)− 1}

]
(6.25)

∂⟨b†b⟩
∂t

= NG

[(
⟨σz⟩+ 1

2

)
+ 2⟨σz⟩⟨b†b⟩+R{N |Z| cos(ϕj −Θ)− 1}

]
− κ⟨b†b⟩ (6.26)

式 (6.22)は分極集団が相互作用 K によって一様に結合している蔵本モデルに相当する
[15, 16]。さらに、式 (6.23)で定義されている、分極間に作用する相互作用Kの中には、第
１項で表される自然放出だけでなく、第２項で表される誘導放出の効果も含まれている。
つまり、分極集団は光の量子性を反映した真空場揺らぎ、つまり自然放出をトリガーとし
て同期するだけでなく、古典的な発光過程である誘導放出によっても同期することが明ら
かになった。また、前章 5において、自然放出の効果が起源となった同期現象では、２準
位系のポピュレーションに応じて、分極間に作用する相互作用が変化することを述べた。
つまり、反転分布が実現している場合では分極間には引力的な、そうでない場合は斥力的
な相互作用が働くことによって同位相または逆位相で同期するのであった。しかし、分極
間に作用する相互作用の定義 (6.23)から分かるように、誘導放出の場合は、反転分布が実
現してるか否かに関わらず、分極間には引力的な相互作用のみが作用する。これは、誘導
放出によって分極集団は、同位相にのみで同期することを表している。反転分布が実現し
てない場合、自然放出を起源とする相互作用は斥力的、誘導放出を起源とする相互作用は
引力的に分極集団に作用することになる。この場合、共振器光子数に応じてそれぞれの効
果に由来する相互作用の大小関係は変化することが予想される。しかし、本研究では、こ
の点に関する議論は行わず、今後の展望とする。

6.3 自然放出と誘導放出の協奏による新奇同期現象の発見

前節 6.2で導出した分極振動の位相に関する時間発展方程式 (6.22)は、3章で説明した
ように、一様に結合した振動子集団の同期現象を記述する蔵本モデルと同等である。この
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蔵本モデルの議論を用いることで、振動子集団が同期するための条件を導出することがで
きる。そこで、分極振動の位相の時間発展方程式 (6.22)に対しても同様な議論を用いるこ
とで、共振器QED系における分極集団が同期するための条件を導出することができる。
その導出方法は 3に詳しく述べているので、ここでは蔵本モデルの議論から得られた同期
条件の結果に対して [15, 16]、我々が導出した分極集団の位相ダイナミクス (6.22)を適用
させる。つまり、同期するための閾値Kcの中に含まれている振動子の固有周波数に関す
る分布として、式 (6.12)で与えられる２準位系の共鳴周波数分布として仮定したGauss分
布を、また、振動子間に一様に作用する結合係数Kとしては、式 (6.23)で定義されてい
る我々が導出した分極間に働く相互作用係数を適用すればよい。よって式 (3.66)より、共
振器QED系における分極集団の秩序変数 |Z|が次式の様に得られた。

|Z| =

√√√√∆2

K3

(
K − 2

√
2π

π
∆

)
(6.27)

ここで、∆は物質系の不均一幅である。この実数の秩序変数 (6.27)から、共振器QED系
における分極集団が同期するための条件として、次式が要請される。

G⟨σz⟩
R

[
2

(
⟨σz⟩+ 1

2

)
+ 4⟨σz⟩⟨b†b⟩+ (N − 2)R

]
− 2

√
2π

π
∆ > 0 (6.28)

この条件式を、共振器光子数 ⟨b†b⟩について変形し、ポピュレーション ⟨σz⟩に関する関数
として表現する場合は次式で表される。

⟨b†b⟩ > R√
2π

∆

G

1

⟨σz⟩2
− 1 + (N − 2)R

4

1

⟨σz⟩
− 1

2
(6.29)

この条件式 (6.29)の不等号を等号に変えた式は、分極集団が同期するか否かを表す境界線
を表す。 我々の議論は、superradianceの発生メカニズムである、式 (6.28)第１項で表さ
れる光の量子性を反映した自然放出と、第３項のような量子相関で表された分極同士の協
力的光放出、レーザーの発生メカニズムである第２項で表されるような誘導放出の効果を
それぞれ区別して扱える。そこで、条件式 (6.28)を用いて、古典的なレーザーのみを想定
した場合と、superradianceのみを想定した場合における分極集団の同期条件を導出する。
まず、レーザーの発生機構によって同期する条件を考える。これは、条件式 (6.28)の量子
力学的な発光過程である左辺第１項、第３項を無視して考えることに相当する。つまり、
この場合の同期条件は次式のようになるはずである。

G⟨σz⟩
R

· 4⟨σz⟩⟨b†b⟩ − 2
√
2π

π
∆ > 0 (6.30)

この条件式についても、⟨b†b⟩について変形すると、次式の様に変形される。

⟨b†b⟩ > R√
2π

∆

G

1

⟨σz⟩2
(6.31)

一方で、superradianceの発生機構によって同期する条件を考える場合は、条件式 (6.28)

の左辺第２項の誘導放出の効果を無視すればよくて、この場合の同期条件は次式のように
与えられる。
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図 6.1 共振器QED系における分極集団が、様々な過程によって同期するための条件を示した図。

黄色で示された (i)の領域はレーザーの発生機構が支配的となって同期するパラメータ、青色で示

された (ii)の領域は superradianceの発生機構が支配的となって同期するパラメータ、橙色で示さ

れた (iii)の領域はレーザーと superradiance、両者の発生機構の協奏によって同期するパラメー

タの条件をそれぞれ表している。白色で示された (iv)の領域は、分極集団が同期できないパラ

メータ条件を表す。この図は、N = 10、∆/G = 2およびR = 1/4を与えた場合である。

G⟨σz⟩
R

[
2

(
⟨σz⟩+ 1

2

)
+ (N − 2)R

]
− 2

√
2π

π
∆ > 0 (6.32)

superradianceのみを考える場合では、共振器光子を含む項を無視したので、⟨b†b⟩につい
ては変形できない。しかし、式 (6.32)から、ポピュレーションに関する条件式が次式のよ
うに得られる。

⟨σz⟩ > 1 + (N − 2)R

4

[√
1 +

1√
2π

32R

{1 + (N − 2)R}2
∆

G
− 1

]
(6.33)

以上の、(i)レーザーの発生機構によって同期が生じる、(ii)superradianceの発生機構に
よって同期が生じる、および (iii)両者の発生機構が共存することで同期が生じる場合の３
つに関する条件を導出した。これらを横軸に２準位系のポピュレーション ⟨σz⟩、縦軸に共
振器光子数 ⟨b†b⟩にとって、分極集団が同期するための条件を、図 6.1のように図示する
ことができた。
ただし、図 6.1を得る際に、N = 10、∆/G = 2として、さらに２準位系間相関の振幅

はR = 1/4とした。Dickeの superradianceの理論によれば、２準位系間の相関は最大で
1/4の値を取ることができ、この時では物質系のコヒーレンス性が最も高い状態にあるの
で、この値を採用した。図 6.1において、レーザーの発生機構である誘導放出が支配的に
寄与することで分極集団が同期するパラメータ領域を、(i)で示した黄色の領域で表して
いる。この領域の境界線をClasとして、この曲線は式 (6.31)において、不等号を等号に置
き換えたもので定義されている。次に、superradianceの発生機構である光の量子性が関
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わる発光プロセス、つまり自然放出および協力的光放出が支配的に寄与することで分極集
団が同期するパラメータ領域を、(ii)で示した青色の領域で表している。この領域の境界
線をCsrとして、この直線は式 (6.33)で定義されている。さらに、共振器QED系におい
て特有な、レーザーおよび superradianceの両者の発生機構が共存する場合で分極が同期
するパラメータ領域を、(iii)で示した橙色の領域で表している。この領域の境界線をCtot

として、この曲線は式 (6.29)で定義されている。最後に、同期しない領域を、(iv)で示し
た白色に領域で表した。この非同期の領域は、分極集団が同期するための条件式 (6.28)を
満たさない領域として定義されている。以上のように、振動子集団の同期現象を記述する
蔵本モデルのアナロジーから、共振器QED系の分極集団が同期するための条件を導出す
ることができた。

6.4 同期条件に対する物質系の不均一性の効果

最後に、前節 6.3で導出された、共振器 QED系の分極集団が同期するための条件の、
物質系の不均一幅∆に対する依存性を見ることにする。具体的いは、物質系の不均一幅
と、２準位系と光子系の相互作用の大きさに相当する遷移レートの比∆/Gを変化させた
時の、３つの同期過程を表すそれぞれの領域の振る舞いを調べる。３つの同期過程それぞ
れによって同期するための条件 (6.29)、(6.31)および (6.33)を用いて、∆/Gを様々な値を
用いて求めた、分極集団の同期条件を図 6.2に示す。
図 6.2の (a)、(b)、(c)、(d)、(e)および (f)はそれぞれ、∆/G = 0, 1, 2, 4, 5および 10の

場合にそれぞれ対応する。ただし、２準位系の総数はN = 10とし、２準位系間相関の絶
対値はR = 1/4とした。∆を小さくしていくことは、同期現象の観点から言えば、分極
同士の同期を阻害する影響が小さくなることに相当する。つまり、分極集団としては同期
しやすい状況になるので、同期可能な領域が、非同期領域と比べて相対的に広がっている
ことが分かる。不均一幅が 0、つまり全ての２準位系が共鳴である場合には、非同期領域
は消失して (i)のレーザーのメカニズムによって同期する過程を表す領域に覆われる。こ
の時、⟨b†b⟩ = 0上は、共振器が存在しない場合に対応しており、共振器光子数に依存す
るレーザーの発生機構によるものではなく、むしろ superradianceのメカニズムによって
分極集団が同期する領域であることに注意したい。∆を大きくしていくことは、同期現
象の観点から言えば、先ほどの場合とは逆に分極同士の同期を阻害する影響が大きくなる
ことに相当する。つまり、分極集団としては同期し難い状況になるので、同期可能な領域
が、非同期領域と比べて相対的に狭くなっていることが分かる。
ここで、(i)のレーザーのメカニズムで同期する領域に着目する。図 6.2から分かるよ

うに、物質系の不均一幅が大きくなるにつれて、(i)の領域は縮小していく。この時、図
6.3(f)が示している様に、(iii)の領域が加わることで、レーザーのメカニズムのみを考え
た時よりも、分極集団が同期できる領域が広いことが分かる。つまり、古典的な誘導放出
だけでなく、量子論的な発光過程である自然放出と協力的光放出が加わることで、レー
ザーの発生機構によって同期するための条件が緩和されていると考えることができる。ま
た、２準位系に完全反転分布 ⟨σz⟩ = 1/2を与えたとする。この時、⟨σz⟩ = 1/2上の、(i)

と (iii)のそれぞれの共振器光子数 ⟨b†b⟩の値の差を、それぞれの境界線の定義式 (6.29)お
よび (6.31)から計算すると、1 + (N − 2)R/2となった。これは、２準位系の数が多くな
る程、⟨σz⟩ = 1/2上における (iii)の領域が広がる。つまり、２準位系の数を増やすこと
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図 6-2 共振器QED系における分極集団の同期条件の、物質系の不均一性∆に対する依存性。

(a)、(b)、(c)、(d)、(e)および (f)はそれぞれ、∆/G = 0, 1, 2, 4, 5および 10の場合にそれぞれ対

応する。ただし、N = 10, R = 1/4とした。

で、光を介して結合した２準位系間の協力効果が強くなり、この補助的な効果によって
レーザーの発生メカニズムによって同期する条件を緩和することができると考えられる。
ここで、共振器光子数は共振器の光閉じ込め効果に依存する。つまり、光閉じ込めが弱
い場合は共振器内に光子が蓄積されないので、共振器光子数 ⟨b†b⟩はより小さい値を取る
と考えられる。逆に、それが強い場合は共振機内に光子が蓄積されていくので、⟨b†b⟩は
より大きい値をとると考えられる。以上より、レーザーの発生機構による同期条件が緩
和されるというのは、共振器の光閉じ込め効果が弱くレーザー発振が生じない場合でも、
superradianceの発生メカニズムである、光の量子力学的効果に由来する自然放出と協力
的光放出の手助けにより、レーザー発振が可能になることを意味している。
次に、(ii)の superradianceのメカニズムで同期する領域に着目する。図 6.2から分かる
ように、不均一幅を大きくしていくと、(ii)で示された領域は消失することがわかる。つ
まり、superradianceのメカニズムで分極集団が同期するためには、不均一幅に関してある
閾値が存在することが考えられる。そのメカニズムで同期する領域 (ii)が消失するのは、
式 (6.33)で定義された直線が、⟨σz⟩軸上を軸方向に ⟨σz⟩ = 1/2を超えて移動した時であ
る。ポピュレーション ⟨σz⟩は定義上、その最大値は 1/2までしかとれない。よって、分
極集団が superradianceのメカニズムで同期するためには、式 (6.33)で与えられる σzの値
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が、⟨σz⟩ = 1/2以下である必要がある。このことから、２準位系の総数N、２準位系の遷
移レートGおよび物質系の不均一幅∆が満たすべき条件として、次式が要請される。

1 + (N − 2)R

4

[√
1 +

1√
2π

32R

{1 + (N − 2)R}2
∆

G
− 1

]
≤ 1

2
(6.34)

よって、この式 (6.34)から、分極集団が superradinaceのメカニズムによって同期するた
めに、N,G,∆が満たすべき条件が次の様に得られる。

∆ ≤ ∆c (6.35)

∆c =

√
2π

8R
G[2 + (N − 2)R]

∣∣∣∣∣
R=1/4

=

√
2π

8
G(N + 6) (6.36)

物質系の不均一幅に関する閾値 ∆c は式 (6.36)で定義されている。この定義から、２準
位系の数N をより多くすることで、許される不均一幅の許容範囲が広がり、分極集団を
superradianceのメカニズムによって同期させやすくする、つまり superradianceの発生を
容易にさせることがわかる。
以上より、共振器QED系における分極集団を、同期現象の理論モデルの１つである蔵

本モデルのアナロジーを用いることで、分極集団がレーザーのメカニズムが支配的となっ
て同期、superradianceのメカニズムが支配的となって同期、および両者のメカニズムが
共存することによって同期するという３つが生じるための条件を明らかにすることができ
た。さらに、光の量子性が関わる superradianceの発生メカニズムによって、分極集団が
同期するための条件が緩和されることも明らかにすることができた。また、superradiance
のメカニズムで分極集団が同期するための、物質系の不均一幅に関する条件も明らかにす
ることができた。
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7 総括
本研究では、量子化された電磁場である光子を介して結合した分極集団による同期現象

に着目し、以下の通りの量子力学的な効果が無視できないナノスケールにおける同期現象
に関する新たな知見を得ることができた。

(1)分極集団による同位相同期と逆位相同期の発生メカニズム

光を介して結合した分極同士が、同位相で同期、または逆位相で同期するかは、２準
位系のポピュレーションに依存していることが明らかになった。分極間の位相関係を表
す２準位系間の相関から、その位相に関する情報を抽出するために、⟨σ+

1 σ
−
2 ⟩ → Reiψと

いう変換を行った。これによって、分極間の振動の位相差 ψに関する時間発展方程式を
導出した。この方程式は、分極同士が光を介して一様に相互作用する系の同期現象を表
す蔵本モデルに相当する。この分極間に作用する相互作用Kは、２準位系のポピュレー
ション ⟨σz⟩に依存して、分極間に対する働き方が変化する。２準位系が反転分布を持つ
場合は (⟨σz⟩ > 0)、分極間には互いの位相を引き込むような引力的な相互作用が働くこと
で (K > 0)、分極同士は互いに同位相になるように振動する。逆に、２準位系が反転分布
を形成していない場合、分極簡には互いの位相を広げるような斥力的な相互作用が働くこ
とで (K < 0)、互いに逆位相の関係になるように振動することが明らかになった。

(2)光子場を介して結合した分極系の同期現象の起源

光子場を介して結合した分極集団の同期現象の起源が、光子の真空場揺らぎであること
が初めて明らかになった。分極同士を同期させる相互作用係数Kには、光の量子性を反
映した真空場揺らぎ、つまり自然放出に相当する因子 (⟨σz⟩+1/2)が含まれている。この
因子は、光を量子化した全量子論的なモデルを用いて初めて現れる効果である。このこと
から、分極同士を同位相または逆位相に同期させる相互作用は、光を量子化して初めて導
出することができ、光子場を介して結合した分極集団の同期現象の起源が、光の量子性で
ある真空場揺らぎであることが、初めて明らかになった。

(3)分極集団が同位相同期、または逆位相同期する条件

導出した分極間の位相差に関する時間発展方程式から、分極同士が同位相、または逆位
相で同期するための条件を導出した。分極間の位相差で表された Luminescence方程式を
用いた数値計算によるシミュレーション結果から、分極同士が同位相で、または逆位相で
同期するかは、初期時刻におけるポピュレーション (⟨σz⟩(0))と、物質系の不均一性と、物
質系と光との相互作用の大きさの比 (∆/G)に依存していることが分かった。そこで、こ
れらの条件を解明するために、蔵本モデルのアナロジーを用いることで、分極間の位相差
に関する時間発展方程式から、⟨σz⟩(0)および∆/Gで表された、同位相、逆位相で同期す
るための条件を導出することができた。
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(4)分極集団の同位相同期から逆位相同期への転移の存在

古典的な同期現象では見られない、分極同士が同位相の同期から逆位相の同期へ転移
する振る舞いを見出した。分極間の位相差 ψの時間発展を調べた際に、完全ではない反
転分布を与えた場合 (⟨σz⟩(0) = 1/10)、初期時刻付近では位相差は小さくなるように変化
し、ある時点で位相差は大きくなり最終的に ψ = πで一定となった。つまり、分極同士
が同位相の同期から逆位相の同期へ転移した振る舞いを見出した。これが、どのような
状況下で発生するかを、初期時刻におけるポピュレーションを−1/2 ≤ ⟨σz⟩(0) ≤ 1/2の
範囲で変えながら位相差の時間発展を調べることで明らかにした。結果として、同位相
同期から逆位相同期への転移は、２準位系が反転分布を持つ場合 (⟨σz⟩(0) > 0)に生じて
いることが分かった。このメカニズムは、分極間に作用する相互作用に着目することで、
superradianceがエネルギー散逸を伴う現象であることに起因することが明らかになった。

(5)誘導放出と自然放出の協奏による新奇同期現象の存在

共振器QED系における分極集団の同期条件を導出することで、superradianceの起源で
ある自然放出と、レーザーの起源である誘導放出の協奏による、新奇同期現象の存在を明
らかにした。光共振器内の単一モード光子と、N 個の分極が一様に結合している場合に
おける、分極集団の位相に関する時間発展方程式も同様に、２準位系間相関 ⟨σ+

j σ
−
k ⟩の時

間発展方程式から、⟨σ+
1 σ

−
2 ⟩ = Reiψによって得られた。ただし、多体系であるので、分極

集団を粗視化した平均場を導入し、この平均場とある１つの分極との 2体の問題に帰着さ
せた。これによって得られた分極振動の位相に関する時間発展方程式も蔵本モデルに同等
であり、そのアナロジーによって分極集団が同期するための条件が導出された。この条件
は、２準位系のポピュレーション ⟨σz⟩、共振器光子数 ⟨b†b⟩、２準位系お不均一性∆、２準
位系と光の相互作用の大きさに対応する、２準位系の遷移レートGおよび２準位系の総数
N に依存する形で表されている。この条件を、(⟨σz⟩, ⟨b†b⟩)を変数とする２次元平面状に
相図的に図示したことによって、レーザーの発生機構である誘導放出が支配的となって同
期、また superadianceの発生機構である自然放出が支配的となって同期するだけでなく、
自然放出と誘導放出の両者の協奏によって生じる同期現象の存在を示すことができた。

今後の展望

本研究では、量子化された電磁場である光子を介して結合した分極集団の同期現象を
解析することで、量子力学的効果が及ぶナノスケールにおける分極の同期現象の起源と、
分極同士が同期するための普遍的なメカニズムを解明した。さらに、共振器QED系にお
ける分極集団の同期現象においては、誘導放出および自然放出の両者の協奏によって、新
奇同期現象の存在を明らかにした。今後の課題としては、この新規同期現象がレーザー
と superradianceの両者とどのように異なるかを解明すること。既存の発光現象と比べた
時、発光特性、コヒーレンス形成過程の違いを明確にする必要がある。また、レーザーや
superradianceで生じた発光は、干渉性を有するコヒーレントな光である。このコヒーレ
ンス性は、物質系の協力現象に由来すると考えられ、物質系のコヒーレンスが光のコヒー
レンスに転写されるメカニズムを、同期現象の知見を用いて明らかにすることも重要であ
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る。最終的には、これらの知見を総合して、本研究が新奇発光デバイスの設計指針となり、
さらに非平衡な現象である superradianceと非線形科学である同期現象を組み合わせたこ
とで、新たな非平衡非線形な量子論の分野を開拓につなげることを、今後の展望とする。
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Appendix. A　光子場を介して結合した分極集団の不安定
性解析

A.1　光を介して結合した物質系の定常状態

２つの２準位系が光を介して結合する系の Luminescence方程式から得られる、位相ダ
イナミクスの時間発展方程式は以下のようになる。

∂ψ

∂t
= ∆− 2G⟨σzj ⟩

(
⟨σzj ⟩+

1

2

)
sinψ

R
(A.1)

∂R

∂t
= 2G⟨σzj ⟩

[(
⟨σzj ⟩+

1

2

)
cosψ +R

]
(A.2)

∂⟨σzj ⟩
∂t

= −G
[(

⟨σzj ⟩+
1

2

)
+R cosψ

]
(A.3)

十分に時間が経過して系が定常状態に至ったとする。この時の、各物理量を σ∗
z , R

∗, ψ∗と
表す (以後、⟨σzj ⟩ → σzと略記する)。そうすると、これらの変数は以下の式を満たす。

∆− 2Gσ∗
z

(
σ∗
z +

1

2

)
sinψ∗

R∗ = 0 (A.4)

σ∗
z

[(
σ∗
z +

1

2

)
cosψ∗ +R∗

]
= 0 (A.5)

(
σ∗
z +

1

2

)
+R∗ cosψ∗ = 0 (A.6)

また、位相で表示する前のLuminescence方程式から、以下の保存則的な関係式が得られる。

σ2
z(t) + Re⟨σ1

+σ
2
−⟩(t) = σ2

z(0) + Re⟨σ1
+σ

2
−⟩(0)−∆

∫ t

0

dt′Im⟨σ1
+σ

2
−⟩(t′) (A.7)

今は、同期する状況を考えるとして、∆ = 0とする。また、初期時刻に於いて相関は成長
していないとすれば、上式は次式のように変更される。

σ∗2
z +Re⟨σ1

+σ
2
−⟩∗ = σ2

z(0) (A.8)

これを位相で表示すれば次式のようになる。

σ∗2
z +R∗ cosψ∗ = σ2

z(0) (A.9)

今までの数値計算を鑑みると２つの定常状態が考えられる。１つは、超放射が生じてポ
ピュレーションが完全に緩和する状況。もう一方は、subradianceが生じてポピュレーショ
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ンが保持される状況である。これらに対応する定常解が存在するかを確かめるために実際
に求めてみる。まず、式 (A.4)は今の場合

σ∗
z

(
σ∗
z +

1

2

)
sinψ∗

R∗ = 0 (A.10)

であるが、この式が満たされる条件として３通り考えられる。それは、(i)ψ∗ = nπ, n ∈ Z、
(ii)σ∗ = 0、(iii)σ∗

z + 1/2 = 0である。

(i)ψ∗ = nπ

これを式 (A.5)、(A.6)および (A.9)に用いると、次式が得られる。(
σ∗
z +

1

2

)
+R∗ = 0 (A.11)

σ∗2
z +R∗ = σ2

z(0) (A.12)

これらを組み合わせることで、定常解は次式のようになる。

(σ∗
z , R

∗, ψ∗) =

(
1−

√
4σ2

z(0) + 3

2
,

√
4σ2

z(0) + 3

2
− 1, nπ

)
(A.13)

(ii)σ∗ = 0

この場合、σ2
z(0) = −1/2となり、初期時刻におけるポピュレーションが純虚数になるの

で不適。

(iii)σ∗
z + 1/2 = 0

この場合、仮定の式から、σ∗
z = −1/2であり、式 (A.5)からR∗ = 0が得られる。しかし、

ψ∗が決まらないため不定となる。

(i)に関して、ψ∗は 2πの周期性があるので、範囲を 0 ≤ ψ∗ < 2πとすれば、n = 0, 1の２
パターンのみである。よって最終的に定常解は以下のようになる。

(σ∗
z , R

∗, ψ∗) =



(
1−

√
4σ2

z(0) + 3

2
,

√
4σ2

z(0) + 3

2
− 1, 0

)
(
1−

√
4σ2

z(0) + 3

2
,

√
4σ2

z(0) + 3

2
− 1, π

) (A.14)

この解の中で、σz(0) = 1/2でR∗ = 0, ψ∗ = 0の場合が超放射に対応する。また、σz(0) ̸=
±1/2でψ∗ = πの場合が subradianceに対応すると考えられる。ただし、σz(0) ̸= ±1/2の
場合で ψ∗ = 0に対応するシミュレーション結果は得られていない。
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A.2　定常状態の安定性

系の運動が次式で表されるようなものを２次元の線形系と呼ぶ。

d

dt

(
x(t)

y(t)

)
=

(
a b

c d

)(
x(t)

y(t)

)
(A.15)

この運動方程式は、係数行列が対角化可能であれば簡単に解ける。係数行列をUとする。そ
の固有値をu1, u2、それぞれに対応する固有ベクトルをp1,p2、対角化行列をP = (p1 p2)、
ζ = P−1x = P−1(x, y)Tとすれば、式 (A.15)は次式のようになる。

d

dt
ζ = Dζ ;D = P−1UP =

(
u1 0

0 u2

)
(A.16)

これの解は、dx/dt = axの解が x = x0e
atであることと同様な考えで、次式のようになる。

ζ(t) = eDtζ(0) (A.17)

ζを xに戻せば次式が得られる。

x(t) = PeDtP−1x(0) = ePDP
−1tx(0) (A.18)

この解は、与えた初期条件 x(0), y(0)に応じ、(x, y)平面上で tをパラメータとしてある曲
線を描く。定性的であるが次のような係数行列を持つ線形系を考える。

U =

(
a 0

0 −1

)
(A.19)

微分方程式で表すと次の形になる。

dx

dt
= ax (A.20)

dy

dt
= −y (A.21)

これは簡単に次のように解ける。

x(t) = x(0)eat (A.22)

y(t) = y(0)e−t (A.23)

ここで、一般に

dx

dt
= f(x, y) (A.24)

dy

dt
= g(x, y) (A.25)
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について、f(x∗, y∗) = 0, g(x∗, y∗) = 0を満たす (x∗, y∗)を固定点と呼ぶ。今の例の場合で
は、固定点は (x∗, y∗) = (0, 0)である。式 (A.22)のパラメータ aに応じて、初期時刻から、
どのように固定点に近づくかの様子が変わる。固有値と固有ベクトルを求めてみると、簡
単に次のように求まる。

u1 = a ;p1 =

(
1

0

)
(A.26)

u2 = −1 ;p2 =

(
0

1

)
(A.27)

固定点に近づくかどうかは、固有値の符号で決まってると考えられる。そして固有ベクト
ルは、それを単位方向ベクトルに持つ直線を表し、漸近線になっている。以上のように系
の係数行列の固有値と固有ベクトルが分かれば固定点、ある意味で定常状態、にどのよう
に近づいたり離れたりするかの振る舞いを議論できる。

A.3　非線形系における定常状態の安定性

今までの議論は線形系なら可能であるが、非線形系では露骨な線形代数的アプローチに
よる解析は困難である。そこで、固定点 (x∗, y∗)からのずれ (δx, δy)を想定して、これの
１次までを考慮することで、固定点近傍のみであるが、非線形系における固定点周りの振
る舞いを線形系の場合と同様に解析できる。非線形系が次式で表されているとする。

dx

dt
= f(x, y) (A.28)

dy

dt
= g(x, y) (A.29)

この式にx(t) = x∗+ δx(t), y(t) = y∗+ δy(t)を代入して δ付きに関しては１次まで残すと、

dδx

dt
= f(x∗ + δx, y∗ + δy)

= f(x∗, y∗) +
∂f(x, y)

∂x

∣∣∣∣
(x∗,y∗)

δx+
∂f(x, y)

∂y

∣∣∣∣
(x∗,y∗)

δy +O(δ2)

≃ ∂f(x, y)

∂x

∣∣∣∣
(x∗,y∗)

δx+
∂f(x, y)

∂y

∣∣∣∣
(x∗,y∗)

δy (A.30)

δyについても同様に計算すれば最終的に次式のように線形化された運動方程式が得られる。

dδx

dt
=
∂f(x, y)

∂x

∣∣∣∣
(x∗,y∗)

δx+
∂f(x, y)

∂y

∣∣∣∣
(x∗,y∗)

δy (A.31)

dδy

dt
=
∂g(x, y)

∂x

∣∣∣∣
(x∗,y∗)

δx+
∂g(x, y)

∂y

∣∣∣∣
(x∗,y∗)

δy (A.32)
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線形代数的に表現するなら、v = (δx, δy)Tとすると次のようになる。

dv

dt
= J(x∗, y∗)v (A.33)

J(x∗, y∗) =


∂f(x, y)

∂x

∂f(x, y)

∂y
∂g(x, y)

∂x

∂g(x, y)

∂y


∣∣∣∣∣∣∣
(x∗,y∗)

(A.34)

よって、非線形系の固定点周りの振る舞いは J(x∗, y∗)で議論すればよい。これは、定常
状態から少しずれた時の系の振る舞いを解析できると期待できる。

A.4　位相ダイナミクスにおける安定性

導出した位相ダイナミクスの式は非線形な形をしているので、固定点近傍の振る舞い
を解析する事になる。処方箋は前節のように σz → σ∗

z + δσz, R → R∗ + δR, ψ → ψ∗ + δθ

を式 (A.1)、(A.2)および (A.3)に代入すればよい。計算の詳細は省くが以下の近似式を用
いた。

1

R∗ + δR
≃ 1

R∗

(
1− δR

R∗

)
(A.35)

sin(ψ∗ + δψ) ≃ sinψ∗ + δψ cosψ∗ (A.36)

cos(ψ∗ + δψ) ≃ cosψ∗ − δψ sinψ∗ (A.37)

よって、固定点からの微小変位に関して線形化された位相ダイナミクスは以下のようにな
る。ただし∆ = 0とした。

∂δσz
∂t

= −G [δσz + δR cosψ∗ − δψR∗ sinψ∗] (A.38)

∂δR

∂t
= 2G

[
δσzσ

∗
z cosψ

∗ + σ∗
zδR + δψσ∗

z

(
σ∗
z +

1

2

)
sinψ∗

]
(A.39)

∂δψ

∂t
= −2G

[
δσz

σ∗
z

R∗ sinψ
∗ − δθσ∗

z

]
(A.40)

また、J を使う場合は、まず位相ダイナミクスの運動方程式を以下のように表す。

∂σz
∂t

= f(σz, R, ψ) (A.41)

∂R

∂t
= g(σz, R, ψ) (A.42)

∂ψ

∂t
= h(σz, R, ψ) (A.43)

これを用いて次式から計算できる。
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J(σ∗
z , R

∗, ψ∗) =


∂f(σz, R, ψ)

∂σz

∂f(σz, R, ψ)

∂R

∂f(σz, R, ψ)

∂θ
∂g(σz, R, ψ)

∂σz

∂g(σz, R, ψ)

∂R

∂g(σz, R, ψ)

∂ψ
∂h(σz, R, ψ)

∂σz

∂h(σz, R, ψ)

∂R

∂h(σz, R, ψ)

∂ψ



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(σ∗

z ,R
∗,ψ∗)

(A.44)

よって、今の場合の Jは次式のようになる。ただし、時間 tはGで規格化したものとする。

J(σ∗
z , R

∗, ψ∗) =


−1 − cosψ∗ R∗ sinψ∗

2σ∗
z cosψ

∗ 2σ∗
z 2σ∗

z

(
σ∗
z +

1

2

)
sinψ∗

−2σ∗
z

R∗ sinψ∗ 0 2σ∗
z

 (A.45)

超放射を発生した場合

この時の固定点は、(σ∗, R∗, ψ∗) = (−1
2
, 0, 0)であるので、これに対応する Jは以下のよう

になる。

Jsr =

−1 1 0

−1 −1 0

0 0 −1

 (A.46)

この行列の固有値、固有ベクトル及び対角化行列は以下のようになった。

u1 = −1 ;p1 =

0

0

1

 (A.47)

u2 = −1 + i ;p2 =
1√
2

1

i

0

 (A.48)

u3 = −1− i ;p3 =
1√
2

i1
0

 (A.49)

P =

0 1√
2

i√
2

0 i√
2

1√
2

1 0 0

 , P−1 =

 0 0 1
1√
2

−i√
2

0
−i√
2

1√
2

0

 (A.50)

そうすると v = (δσ, δR, δψ)Tとして、u = P−1vを用いると
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d

dt
v = Jsrv = Jsr(PP

−1)v ⇒ d

dt
P−1v = (P−1JsrP )(P

−1v)

⇒ d

dt
u =

−1 0 0

0 −1 + i 0

0 0 −1− i

u =


−1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

+

0 0 0

0 i 0

0 0 −i


u (A.51)

である。ここで以下の性質を思い出しておく。

A,B ∈M(n), [A,B] = 0 ⇒ eA+B = eAeB (A.52)

e


a 0 0

0 b 0

0 0 c


=

∞∑
n=0

1

n!

a 0 0

0 b 0

0 0 c


n

=
∞∑
n=0

1

n!

an 0 0

0 bn 0

0 0 cn


=


∑∞

n=0
an

n!
0 0

0
∑∞

n=0
bn

n!
0

0 0
∑∞

n=0
cn

n!

 =

ea 0 0

0 eb 0

0 0 ec

 (A.53)

以上を踏まえると、式 (A.51)の解は以下のようになる。

u(t) = e



−1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

+


0 0 0

0 i 0

0 0 −i


t
u(0)

= e


−1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

t
e


0 0 0

0 i 0

0 0 −i

t
u(0)

=

e−t 0 0

0 e−t 0

0 0 e−t


1 0 0

0 eit 0

0 0 e−it

u(0)

=

e−t 0 0

0 e−t+it 0

0 0 e−t−it

u(0) (A.54)

よって、v = Puで戻せば以下のような結果が得られる。

v(t) =

 e−t cos t e−t sin t 0

−e−t sin t e−t cos t 0

0 0 e−t

v(0) (A.55)

ここで v(0) = (δσz(0), δR(0), δψ(0))
Tは与えた固定点からの変位である。この結果は次の

ようにも表せる。
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δσ2
z(t) + δR2(t) = e−2t(δσ2

z(0) + δR2(0)) , δψ(t) = e−tδψ(0) (A.56)

この場合の固定点近傍の系の振る舞いは、図A.1の (a)にその様子を示した。

subradianceを発生した場合

subradianceが発生した場合の固定点は (σ∗, R∗, ψ∗) = (s0,−s0 − 1, π)である。ただし、
s0 = (1−

√
4σ2

z(0) + 3)/2であり、常に負の値である (s0 < 0)。計算は同じなので結果の
み示す。この時の固定点近傍の系の振る舞いを、図A.1の (b)にその要素を示した。

Jsub =

 −1 1 0

−2s0 2s0 0

0 0 2s0

 (A.57)

(固有値と固有ベクトル)

u1 = 0 ,p1 =
1√
2

1

1

0

 (A.58)

u2 = 2s0 − 1 ,p2 =
1√

1 + 4s20

 1

2s0
0

 (A.59)

u3 = 2s0 ,p3 =

0

0

1

 (A.60)

(対角化行列とその逆行列)

P =


1√
2

1√
1+4s20

0

1√
2

2s0√
1+4s20

0

0 0 1

 , P−1 =


2
√
2s0

2s0−1
−
√
2

2s0−1
0

−
√

1+4s20
2s0−1

√
1+4s20

2s0−1
0

0 0 1

 (A.61)

(固定点からの変位の時間変化)

δσz(t) =
−e(2s0−1)t

2s0 − 1
{δσz(0)− δR(0)} (A.62)

δR(t) =
−2s0e

(2s0−1)t

2s0 − 1
{δσz(0)− δR(0)} (A.63)

δψ(t) = e2s0tδψ(0) (A.64)
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図A.1 (a)superradianceと (b)subradianceに対応する定常状態近傍における、光を介して結合し

た分極集団の振る舞い。
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Appendix. B　Superradianceに対するマスター方程式の
導出

B.1　モデル

文献 [26]に基づいて、superradianceを記述する一般的なマスター方程式の導出過程を
まとめておく。ここでは、N 個の２準位系と光子系が相互作用している系を考える。

全系　H = H0 + V = HA +HR + V (B.1)

２準位系　HA =
N∑
j=1

ℏω0σ
j
z (B.2)

光子系　HR =
∑
k

ℏωk

(
b†kbk +

1

2

)
(B.3)

相互作用　 V = −
N∑
j=1

E(rj) ·Dj (B.4)

光電場　E(rj) = i
∑
k

Ek

(
bke

ik·rj − b†ke
−ik·rj

)
(B.5)

電場振幅　 Ek =

√
ℏck
2ϵ0V

ϵ (B.6)

双極子演算子　Dj = pj(σ
j
+ + σj−) (B.7)

ただし、ϵは電場の偏光方向を表す単位ベクトル、pj = dâjは双極子モーメント、b
†
k, bkは

周波数モードkを持つ光子の生成・消滅演算子、σj±, σ
j
zは j番目の２準位系に関するPauli

行列。また交換関係は以下のように与える。

[b, b†] = 1 (B.8)

[σjz, σ
k
±] = ±δjkσk±, [σ

j
+, σ

k
−] = 2δjkσ

k
z (B.9)

以上を用いると相互作用は以下のように書き換えられる。ただし回転波近似を用いた。

V = −
∑
j

∑
k

i(Ek · pj)
(
σj+bke

ik·rj − b†kσ
j
−e

−ik·rj
)

(B.10)

B.2　相互作用描像

系全体の状態を表す密度演算子を ρA⊗Rをとし、これは次の von Neumann方程式を満
たすとする。

iℏ
dρA⊗R(t)

dt
= [H, ρA⊗R(t)] (B.11)

ここで
ρ̃A⊗R(t) = e

iH0t
ℏ ρA⊗R(t)e

−iH0t
ℏ , Ṽ (t) = e

iH0t
ℏ V e

−iH0t
ℏ (B.12)
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を導入して相互作用描像に移ると、式 (B.11)は式 (B.12)を用いると

iℏ
dρ̃A⊗R(t)

dt
= [Ṽ (t), ρ̃A⊗R(t)] (B.13)

以降は原子系の状態に着目したいので、光子系の状態は縮約する。つまり

ρ̃A = TrR[ρ̃A⊗R(t)] (B.14)

であり、TrRは

TrR[O] =
∏
k

∑
nk

⟨nk|O|nk⟩

=
∑
nk1

∑
nk2

· · ·
∑
nkl

· · ·⟨nk1 , nk2 , · · ·, nkl
, · · ·|O|nk1 , nk2 , · · ·, nkl

, · · ·⟩

≡
∑
(nk)

⟨(nk)|O|(nk)⟩ (B.15)

とする。まず式 (B.13)を積分して解くと

ρ̃A⊗R(t) = ρ̃A⊗R(0)−
i

ℏ

∫ t

0

dτ [Ṽ (τ), ρ̃A⊗R(τ)] (B.16)

が得られる。式 (B.16)の積分変数を τ → t− τ としてあげると

ρ̃A⊗R(t) = ρ̃A⊗R(0)−
i

ℏ

∫ t

0

dτ [Ṽ (t− τ), ρ̃A⊗R(t− τ)] (B.17)

となる。全系の初期状態は、原子系は完全反転分布で光子は１つも無いと仮定する。つ
まり

ρ̃A⊗R(0) =
∏
j

|ej⟩⟨ej| ⊗ |0⟩⟨0| (B.18)

である（※ただし |0⟩⟨0| =
∏

k |0k⟩⟨0k| = |0, 0, · · ·, 0, · · ·⟩⟨0, 0, · · ·, 0, · · ·|の意味である）。
よって式 (B.17)を式 (B.11)に代入してその両辺のTrRをとると、

dρ̃A(t)

dt
= − i

ℏ
TrR([Ṽ (t), ρ̃A⊗R(0)])−

1

ℏ2

∫ t

0

dτTrR([Ṽ (t), [Ṽ (t− τ), ρ̃A⊗R(t− τ)]]) (B.19)

ところで式 (B.19)の初項の交換関係の最初の部分を考えてみると

TrR(Ṽ (t)ρ̃A⊗R(0)) = TrR(Ṽ (t)
∏
j

|ej⟩⟨ej| ⊗ |0⟩⟨0|)

=
∏
k

∏
j

∑
nk

|ej⟩⟨ej|⟨nk|Ṽ (t)|0⟩⟨0|nk⟩

=
∏
j

∑
(nk)

|ej⟩⟨ej|⟨nk1 , nk2 , · · ·, nkl
, · · ·|Ṽ (t)|0⟩δnk1

,0δnk2
,0 · · · δnkl

,0 · ··

=
∏
j

|ej⟩⟨ej|⟨0|Ṽ (t)|0⟩
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そうすると Ṽ は光子の生成消滅演算子が 1つ入っていることを思い出せば、この項は消
える。よって

dρ̃A(t)

dt
= − 1

ℏ2

∫ t

0

dτTrR([Ṽ (t), [Ṽ (t− τ), ρ̃A⊗R(t− τ)]]) (B.20)

が得られる。この時点でMarkov近似

ρ̃A⊗R(t− τ) → ρ̃A(t)⊗ |0⟩⟨0| (B.21)

を施せば最終的に、

dρ̃A(t)

dt
= − 1

ℏ2

∫ ∞

0

dτTrR([Ṽ (t), [Ṽ (t− τ), ρ̃A(t)⊗ |0⟩⟨0|]]) (B.22)

を得る。

B.3　Superradianceに対するマスター方程式

ところで式 (B.14)より、

ρ̃A(t) = TrR[ρ̃A⊗R(t)] =
∑
(nk)

⟨(nk)|e
iH0t
ℏ ρA⊗R(t)e

−iH0t
ℏ |(nk)⟩

=
∑
(nk)

⟨(nk)|e
iH0t
ℏ ρ̃A(t)⊗ |0⟩⟨0|e

−iH0t
ℏ |(nk)⟩

= e
iHAt

ℏ ρ̃A(t)e
−iHAt

ℏ ⊗
∑
(nk)

⟨(nk)|e
iHRt

ℏ |0⟩⟨0|e
−iHRt

ℏ |(nk)⟩

= e
iHAt

ℏ ρA(t)e
−iHAt

ℏ (B.23)

なので (B.23)を (B.22)に代入する。そうすると次式が得られる。

dρA(t)

dt
= − i

ℏ
[HA, ρA(t)]−

1

ℏ2

∫ ∞

0

dτe−
iHAt

ℏ TrR([Ṽ (t), [Ṽ (t− τ), ρ̃A(t)⊗ |0⟩⟨0|]])e
iHAt

ℏ

(B.24)

式 (B.24)の積分の中身は、煩雑な計算の後に次式のように分解される。

e−
iHAt

ℏ TrR([Ṽ (t), [Ṽ (t− τ), ρ̃A(t)⊗ |0⟩⟨0|]])e
iHAt

ℏ (B.25)

=TrR(V e
− iH0τ

ℏ V e
iH0τ

ℏ ρA(t)⊗ |0⟩⟨0|)− TrR(V ρA(t)⊗ |0⟩⟨0|e−
iH0τ

ℏ V e
iH0τ

ℏ )

−TrR(e
− iH0τ

ℏ V e
iH0τ

ℏ ρA(t)⊗ |0⟩⟨0|V ) + TrR(ρA(t)⊗ |0⟩⟨0|e−
iH0τ

ℏ V e
iH0τ

ℏ V ) (B.26)

B.1章で定義した式 (B.1)～式 (B.10)を式 (B.26)の各項を計算すると、式 (B.24)は次式の
ようになる。

dρA(t)

dt
=− i

ℏ
[HA, ρA(t)]−

1

ℏ2
∑
j,l

∫ ∞

0

dτ

∫
dk

V

8π3
(Ek · pj)(Ek · pl)

[σj+e
− iHAτ

ℏ σl−e
iHAτ

ℏ ρA(t)e
ik·(rj−rl)e−iωkτ − σj−ρA(t)e

− iHAτ

ℏ σl+e
iHAτ

ℏ e−ik·(rj−rl)eiωkτ

− e−
iHAτ

ℏ σj−e
iHAτ

ℏ ρA(t)σ
l
+e

−ik·(rj−rl)eiωkτ + ρA(t)e
− iHAτ

ℏ σj+e
iHAτ

ℏ σl−e
ik·(rj−rl)e−iωkτ ]

(B.27)
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ただし、
∑

k → V
(2π)3

∫
dkを用いた。ところで、Campbell-Baker-Hausdorff公式

eABe−A = B + [A,B] +
1

2
[A, [A,B]] + · · · (B.28)

と Pauli行列の交換関係を表す式 (B.9)を用いると、

e−
iHAτ

ℏ σk±e
iHAτ

ℏ ≃ σk± − iτ

ℏ
[HA, σ

k
±] = σk± − iτω0

∑
m

[σmz , σ
k
±]

= σk± ∓ iτω0

∑
m

σm± δmk = σk± ∓ iτω0σ
k
±

≃ σk±e
±iω0τ (B.29)

が得られる。(B.27)の積分中の第２，３項目の j, lを入れ替えて、式 (B.29)を用いると、
式 (B.27)は次式のようになる。

dρA(t)

dt
=− i

ℏ
[HA, ρA(t)]−

∑
j,l

∫ ∞

0

dτ

∫
dωk

∫
dθ

∫
dϕ
ω3
kd

2 sin θ

16ℏϵ0c3π3
(ϵ̂ · âj)(ϵ̂ · âl)e

iωk|rj−rl| cos θ
c

× [(σj+σ
l
−ρA(t)− σl−ρA(t)σ

j
+)e

−iτ(ω0−ωk) + (ρA(t)σ
j
+σ

l
− − σl−ρA(t)σ

j
+)e

iτ(ω0−ωk)]

(B.30)

ただし、 ∫
dk →

∫ ∞

0

dk

∫ π

−π
dθ

∫ 2π

0

dϕk2 sin θ (B.31)

とした。この式 (B.30)を superradianceに対するマスター方程式と呼ぶ。もう少し処理を
すると、

lim
η→0

∫ ∞

0

dτe±i(ωk−ω0)τ−ηt =
±i

ωk − ω0 ± iη
= ±iP 1

ωk − ω0

+ πδ(ωk − ω0) (B.32)

であるのでこれを用いると、

dρA(t)

dt
=− i

ℏ
[HA, ρA(t)]−

∑
j,l

∫
dωk

∫
dθ

∫
dϕ
ω3
kd

2 sin θ

16ℏϵ0c3π3
(ϵ̂ · âj)(ϵ̂ · âl)e

iωk|rj−rl| cos θ
c

× [πδ(ωk − ω0){σj+σl−ρA(t) + ρA(t)σ
j
+σ

l
− − 2σl−ρA(t)σ

j
+}+ iP 1

ωk − ω0

[σj+σ
l
−, ρA(t)]]

(B.33)

が得られる。ここで光の波長に対して２準位系は十分狭い領域に存在すると仮定する（長
波長近似：c−1ωk|rj − rl| ≪ 1）。また、双極子モーメント pj,lは光の偏光方向と平行であ
るとする（ϵ̂ · âj,l = 1）。そうすると∫ π

−π
dθ

∫ 2π

0

dϕ sin θ(ϵ̂ · âj)(ϵ̂ · âl)e
iωk|rj−rl| cos θ

c = 4π
sin(ωk|rj − rl|/c)
ωk|rj − rl|/c

≃ 4π (B.34)
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である。よって ωk積分を実行すれば、

dρA(t)

dt
=− i

ℏ
[HA, ρA(t)]

−
∑
j,l

ω3
0d

2

4ℏϵ0c3π
[σj+σ

l
−ρA(t) + ρA(t)σ

j
+σ

l
− − 2σl−ρA(t)σ

j
+]

− i
∑
j,l

d2

4ℏϵ0c3π2
P
∫
dωk

ω3
k

ωk − ω0

[σj+σ
l
−, ρA(t)] (B.35)

が最終的に得られる。式 (B.35)の第２項で j = lの部分が自然放出、j ̸= lが協力的な光
放出の効果を表し、第３項は Lambシフトである。
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Appendix.C　振動子が２個、および不均一幅が存在する場
合の蔵本モデルの解析
3.2章において述べた、振動子が２個の場合の蔵本モデルは式 (3.21)及び (3.22)で与え

られている。その章においては、不均一幅∆が存在しない場合について議論した (∆ = 0)。
この章では、不均一幅が無視できない場合における、式 (3.23)の解析結果について述べ
る。この時、不均一幅∆と、振動子間に作用する相互作用Kの大小関係によって場合分
けを行う必要があるので注意が必要である。

C.1　同期する場合 (∆/K < 0)

式 (3.23)はまず次のように、変数分離型の微分方程式として解くことができる。

1

∆−K sinψ
dψ = dt (C.1)

この式 (C.1)の両辺を積分することで、次式が得られる。∫ ψ(t)

ψ(0)

dψ
1

∆−K sinψ
=

∫ t

0

dt = t (C.2)

式 (C.2)の左辺の積分は、三角関数を含む有理型関数の積分であるので、次の有名な処方
箋を施す (Weierstrass置換)。

x = tan
ψ

2
, sinψ =

2x

1 + x2
, cosψ =

1− x2

1 + x2
, dψ =

2

1 + x2
dx (C.3)

この変化により、式 (C.2)左辺の積分は次式のようになる。

∫ ψ(t)

ψ(0)

dψ
1

∆−K sinψ
=

∫ x(t)

x(0)

dx
2

rx2 − 2x+ r

=
2

r

∫ x(t)

x(0)

dx
1(

x− 1
r

)
1− 1

r2

(C.4)

ただし、r = ∆/K、x = tan(ψ/2)である。さらに、y = x− 1
r
という変数変換を行うと、

2

r

∫ x(t)

x(0)

dx
1(

x− 1
r

)
1− 1

r2

=
2

r

∫ y(t)

y(0)

dy
1

y2 + 1− 1
r2

(C.5)

となる。これの計算を進めると、
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2

r

∫ y(t)

y(0)

dy
1

y2 + 1− 1
r2

=
2

r

∫ y(t)

y(0)

dy
1

y2 − |1− 1
r2
|

=
2

r

∫ y(t)

y(0)

dy
1(

y +
√

|1− 1
r2
|
)(

y −
√
|1− 1

r2
|
)

=
−1

r
√

|1− 1
r2
|

∫ y(t)

y(0)

dy

 1

y +
√
|1− 1

r2
|
− 1

y −
√

|1− 1
r2
|


=

−1

r
√

|1− 1
r2
|

ln y(t) +
√

|1− 1
r2
|

y(t)−
√
|1− 1

r2
|
− ln

y(0) +
√

|1− 1
r2
|

y(0)−
√

|1− 1
r2
|

 (C.6)

であるので、式 (C.2)は次式のようになる。

−1

r
√

|1− 1
r2
|

ln y(t) +
√
|1− 1

r2
|

y(t)−
√
|1− 1

r2
|
− ln

y(0) +
√

|1− 1
r2
|

y(0)−
√

|1− 1
r2
|

 = t (C.7)

この式 (C.6)の両辺の対数をとって、y(t)について解き、変数をψ(t)に戻せば、次式が得
られる。

ψ(t) = 2 tan−1

K
∆

−

√√√√∣∣∣∣∣1−
(
K

∆

)2
∣∣∣∣∣ · S−(K,∆) + S+(K,∆)e

−∆
K

√∣∣∣1−(K
∆ )

2
∣∣∣t

S−(K,∆)− S+(K,∆)e
−∆

K

√∣∣∣1−(K
∆ )

2
∣∣∣t

 (C.8)

S±(K,∆) = tan
ψ(0)

2
− K

∆
±

√√√√∣∣∣∣∣1−
(
K

∆

)2
∣∣∣∣∣ (C.9)

定常状態における位相差はこの式 (C.9)より、次式のように得られる。

ψt→∞ = 2 tan−1

K
∆

−

√√√√∣∣∣∣∣1−
(
K

∆

)2
∣∣∣∣∣
 (C.10)

つまり、時間に依らずこの式 (C.10)で表されるような位相差を保持しながら同期するこ
とがわかった。

C.2　同期しない場合 (∆/K > 0)

式 (C.5)までは計算過程は不変であるが、∆/G > 0の場合はその次からの計算は次の
ようになる。
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2

r

∫ y(t)

y(0)

dy
1

y2 + 1− 1
r2

=
2

r

∫ y(t)

y(0)

dy
1

1− 1
r2

1(
1− 1

r2

)−1
y2 + 1

=
2

r − 1
r

∫ y(t)

y(0)

dy
1

r2

r2−1
y2 + 1

=
2

r − 1
r

∫ z(t)

z(0)

dz

√
r2

r2 − 1

1

z2 + 1

=
2√
r2 − 1

[tan−1 z(t)− tan−1 z(0)] (C.11)

ただし、計算過程で z =
√

r2

r2−1
yという変数変換を行なった。よって、変数をψに戻した

のち、∆/G > 0の場合における式 (C.2)は次式のようになる。

tan−1

[
r√

r2 − 1

(
tan

ψ(t)

2
− 1

r

)]
− tan−1

[
r√

r2 − 1

(
tan

ψ(0)

2
− 1

r

)]
=

√
r2 − 1

2
t

(C.12)

ここで、tanの加法定理 tan(α − β) = (tanα − tan β)/(1 + tanα tan β)を用いると、式
(C.12)は次式のようになる。

r√
r2 − 1

[
tan

ψ(t)

2
− tan

ψ(0)

2

]
1 +

r2

r2 − 1

(
tan

ψ(t)

2
− 1

r

)(
tan

ψ(0)

2
− 1

r

) = tan

√
r2 − 1

2
t (C.13)

この式 (C.14)を tanψ(t)/2について解き、両辺の tan−1をとることで、位相差は次式のよ
うに与えられる。

ψ(t) = 2 tan−1


tan

ψ(0)

2
+

{√
∆2 −K2

∆
− K√

∆2 −K2

(
tan

ψ(0)

2
− K

∆

)}
tan

√
∆2 −K2

2K
t

1− ∆√
∆2 −K2

(
tan

ψ(0)

2
− K

∆

)
tan

√
∆2 −K2

2K
t


(C.14)

この式 (C.14)より、tanが単調増加関数であることを踏まえると、時間がいくら経過して
も位相差は定まらないことがわかる。つまり、２つの振動子は同期することができないこ
とを表す。
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