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シンプレクティック　アルゴリズムにおける保存量について

秋山真治

　ハミルトンの運動方程式の保存量を忠実に保存する数値積分アルゴリズムの構成法について考察

する。ポテンシャルの対称性に由来する保存量に関しては，それを保存する任意次数のアルゴリズム

を系統的に構成できることが判明する。

キーワード：シンプレクティック不変性，leap・frog法，　Noetherの定理，　Lie代数，　Lie変換

§1．はじめに　　ある“発見”

　2次元中心力ポテンシャル

　　　Ul＝u（r），　r・＝（q，2＋q22）1／2　　（1－1）

の下での1質点の運動は，正準座標q、，q2に共役な正

準運動量をそれぞれp、，p2とおき，ハミルトニアン

　　　H－÷（Pi・＋P22）＋u（r）　　（1－2）

を用いて，ハミルトンの運動方程式

　　　誓一器一拓

　　　　　　　　　　　　　　　　（i＝1，2．）（1－3）

　　　dP、＿　∂H＿　du　qz

　　　dt　　∂qi　　dr　r

を解いて知ることができる。ただし，質点の質量は1

とした。自由度2以上のハミルトンの運動方程式は，

一般に解析的に解くことができない。しかし，運動方

程式（1－3）は，角運動量

　　　Mx：＝qiP2－q21）1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1－4）

を保存するので，（求積法により）解析解を得ることが

できる。払は，ハミルトニアン（1－2）が原点の周りの

回転という1径数変換群にたいして不変であることに

由来する保存量である。ハミルトニアンの1径数変換

群にたいする不変性がハミルトンの運動方程式の保存

量を与えることは，E．　Noetherの定理の名で知られて
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いる。1）

　ところで，運動方程式（1－3）を数値的に解くアルゴ

リズムで角運動量払を保存するようなアルゴリズム

を考案できるだろうか。もとの発展方程式と同じ量を

保存する数値計算アルゴリズムの一般的構成法は知ら

れていない。とりわけ有名なのは，ハミルトン系であ

る。ハミルトニアンが時間に依らない場合，ハミルト

ニアン自身が保存量として常に存在するが，ハミルト

ニアンを保存する陽的差分スキームは見いだされてい

ない。このような事情が知られているので，ここで問

題とするMzについても最初は発見法的手法に頼らざ

るを得ない。

　そこで，シンプレクティック・アルゴリズムの中で最

低次のアルゴリズムである1eap－frog法が，妬を保存

するか否かを試みに調べてみよう。N自由度ハミルト

ニアン

　　　　Sp2＋σ（q）　　　　（1－5）

に対応するleap－frog法は

　　　　P・＋・－Pn－△τ器（qn）・　　（1－6・）

　　　　qn＋1＝qn十△t　Pn＋1　　　　　　　　　　　　　　（1－6b）

で与えられる。ここで，p：＝（Pi，P2，…，PN），　q：＝（q・，

q2，…，　qN），△tは時間差分の間隔，　n＝0，1，2，…は

時間ステップ数である。運動方程式（1－3）のleap－frog

法による数値計算アルゴリズムは
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　　　　偏・一九　誇（rn）晋△ち　（1－7・）

　　　　qi，n＋1＝qi，n十An＋1△t　　　　　　　　　　　　（1－7b）

　　　（rn＝　 qiPn－－q2…n，　i＝1，2．）

で与えられる。庇の時間変化を計算すると，

　　　Mz，n＋1：＝qi，n＋IP2，n＋・－q2，n＋・カ・，n＋1

　　　　　　＝（q、，n＋P、，n＋1△t）P、，n＋1

　　　　　　　－（q、，n＋P，，n＋、△t）P、，n＋1

　　　　　　＝ql，nP2，n＋1－q2，nPl，n＋1

　　　　　　－q・，n（P・，・－s／t（rn）警△り

　　　　　　　一臨・（Pl，n一砦（rn）努△り

　　　　　　＝qi，nP2，。－q2，。P1，n

　　　　　　＝M。，。．

すなわち，leap－frog法は角運動量Mzを保存するアル

ゴリズムであることが判明する。

　Ieap－frog法（1－7）がもとのハミルトン系（1－3）と

同じ保存量を有する背後には，何か原理的な事柄があ

るのだろうか。もしそうならぽ，leap－frog法以外のシ

ンプレクティックアルゴリズムにもそれを拡張できる

かも知れない。これらの点を解明することが本稿の目

的である。

§2．シンプレクティック写像判Noetherの定理

　22V次元相空間M2N＝｛（p，q）lp∈RN，q∈RN｝

からM劔への写像T：（p，q）1→（P（p，　q），　Q（p，　q））

が2次の外微分形式（シンプレクティック形式）

　　　　ΣdP、〈dqi　　　　　　　（2－1）
　　　　i＝1

を保存するとき，すなわち，

　　　　N　　　　　　　　　　　　N

　　　　ΣdP、〈dQ、＝ΣdP、〈dqi　　（2－2）
　　　　i；1　　　　　　　　　　　i＝1

が成立するとき，Tをシンプレクティック写像と呼ぶ。

leap－frog法（1－6）式のように，シンプレクティック写

像の条件（2－2）を満たすアルゴリズムを，シンプレク

ティックアルゴリズムと呼ぶ。

　ハミルトンの運動方程式をラグランジュの変分原理

から得る方法と類似した方法でシンプレクティック写

像を作る方法が知られている。2）この方法において

は，ラグランジュ関数として，L（q，　qり（q，　q’∈RN），

を与えて，ラグランジアン9を

　　　y・＝ΣL（qn，　qn＋1）

　　　　　　n∈z

と定義する。9の停留値を与える｛qn｝n∈zは

　　　　∂望∂σn＝L・（σn－1・σ・）＋L，（σ…qn＋1）

　　　　　　＝0　　（n∈Z）

の解として得られる。ただし，

　　　　L，（q・・qt）・一計（q・・qt）

　　　　L・（q・・qi）・一昔（仏の

（2－3）『

（2－4）

（2－5a）

（2－5b）

と定義する。ここで，q．と正準共役な運動量Pnを

　　　　Pn：＝L，（qn＿1，qn）　n∈Z　　　　（2－6）

と定義すると，条件

　　　　d・t（∂2L∂q∂qt）キ・　　（2－7）

のもとで，（2－4）と（2－6）から得られる写像（アルゴ

リズム）

　　　　Pn＋1＝F（Pn，　qn），　qn＋1＝G（Pn，　qn）　（2－8）

は，シンプレクティック写像（アルゴリズム）になる。

ラグランジアンyを用いて，ここに述べた方法により

シンプレクティック写像を得る方法を，今後，Lagran－

gian　formalismと呼ぶことにする。

　すべてのシンプレクティック写像にLagrangian

formalismが適用できるとは限らないが，　leap－frog

法はLagrangian　formalismを適用できる。実際，ラ

グランジュ関数として，

　　　　　　　　　　1　　　　L（q，qノ）＝　　　　　　　　　　　（q－qつ2－U（q）△t（2－9）
　　　　　　　　　2△t

を採用すると，Lagrangian　formalism　lこよりleap一
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frog法（1－6）を得る。

　ところで，ハミルトンの運動方程式においては，ラ

グランジアンの対称性が運動の保存則を与えることが

知られている。1）§1で触れたように，この保存量は

Neotherの定理から得られるので，　Noether　invariant

と総称される。ハミルトン系のラグランジアンを

i（v，　q）とする．ここでv・一・勢は速度ベクトル

である。Lが，配位空間MI＝｛q｝上の一径数変換群

が：M→M（s∈R）で不変，すなわち，匿をが

が接空間TMに誘導する写像として，　Lが

　　　　A　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ

　　　　L（1z；（v），　hS（q））＝L（v，　q）　　　　　　　　（2－10）

なる不変性を有するとき，この系はNoether　invari－

ant

　　　　P・誓（q）1　　　　（2－11）

　　　　　　　　　s＝0

を持つことが知られている。

　Lagrangian　formalismを用いたシンプレクティッ

ク写像の定式化（2－3）～（2－8）を利用すると，ハミル

トン系での（2－10）→（2－11）と類似した次の定理が，

Lagrangian　formalism化可能なシンプレクティック

写像において成立することが証明できる。この定理を

その類似性に着目してシンプレクティック写像判

Noetherの定理と呼ぶことにする。

定理1（シソプレクティヅク写像判Notherの定理）．

　　Lagrangian　formalism（2－3）～（2－8）において，

　ラグランジアンL（q，σつが，配位空間Mの微分同相

　写像の1径数変換群hS：M→M（s∈R，　hO＝iden－

　tity）に対して次の不変性を有するとしよう。すなわ

　ち，固定された任意のq，q’∈Mについて，

　　L（hS（q），　hS（qっ）＝L（q，　qt）（s∈R）　（2－12）

　とする。このとき，解軌道｛（Pn，　qn）｝n∈zは，

　　　　Pn・誓（qn）　　　（2－・3）
　　　　　　　　　　s＝O

　を保存する。

証明　がは微分同相写像であるから，｛が（qn）｝n∈z
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　（s：fixed）は，任意のsに対し配位空間M上の解軌

　道になる：

　五1（が（qn－、），が（qn））＋L，（が（qn），　hS（qn＋、））＝0．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2－14）

　これより，

　　　　　　　　　　　　dhS　L，（が（qn），が（qn＋、））・　　　　　　　　　　　　　　（hS（qn＋1））

　　　　　　　　　　　　　dhS　　－L，（が（qn．、），が（qn））・　　　　　　　　　　　　　　　（hS（qn））

　　　　　　　　　　　　　　4が　　　；L，（hS（qn），が（qn＋、））・　　　　　　　　　　　　　　　　（が（qn＋1））
　　　　　　　　　　　　　　　ds

　　　　　　　　　　　　　　　dhS　　　　十L1（が（qn），が（qn＋1））・　　　　　　　　　　　　　　　　　（hS（qn））

　　　一昔一L（hS（qn），が（q。＋1））

　　　＝0↓　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2－15）

最初の等号は（2－14）を，次の等号では合成関数の

微分公式を，そして最後の等号では（2－12）を，そ

　れぞれ用いている。（2－15）においてs＝0と置き，

　Lagrangian　formalismにおける正準共役運動量の

　定義（2－6）を最初の辺に適用すると（h°＝identity

　に注意して）

　　　P・＋1・漂（q。＋1）－Pn・誓（qn）一・

　　　　　　　　　　s＝O　　　　　　　　　　　　　s＝O

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2－16）

　を得る。定理の主張は以上で証明された。

例1．M＝R2，σ（q）＝U（q、2＋q22）の場合

ン・ミルトン系のラグランジアンは，

　　　z（v，・q）一÷（Vl・＋v・・）－u（qi・＋q22）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2－17）

一方，leap－frog法のLagrangian　formalismのラグラ

ンジアソ（2－9）は，

　　　L（q，・qf）一古｛（qi－q｛）・＋（q・　一・qS）・｝

　　　　　　　　　一σ（　　（712十q22）．　　　　　　　（2－18）

これらはともに，配位空間M＝R2の原点の周りの回転

を与える1径数変換群
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　hs（（～1，（72）＝＝（（7i　COSS　一くq2　SinS，　qi　SinS　十（q2　COSS）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2－19）

で不変である。従って，前者は（2－11）で与えられる量

　　　P・誓（q）1－q・　P2－q・　Pi　　（2－2・）

　　　　　　　　s＝O

を保存し，後者は（2－13）で与えられる量

　　　Pn・誓（qn）一鋤瓦醜・輪（2－21）

　　　　　　　　　s＝O
を保存する。（2－20），（2－21）が相空間上の関数として

同じ形になった事は（2－11）と（2－13）の比較から自

明である。§1での“発見”は，同一の一径数変換群の

下で，ラグランジアンLとLがともに不変であるとい

う事実にその根拠があったわけだ。

例2．並進対称性がある場合（M＝RN）

　ポテンシャルσ（q）が，配位空間のk番目の座標軸

方向への平行移動が（q）＝（qi，…，　qk＋s，…，　qN）で不

変な場合，ハミルトン系のラグランジアンL，leap－

frog法のラグランジアンL（2－9）はともにhSの下で不

変になる。従って，ハミルトン系だけでなく1eap－frog

法もk軸方向の運動量保存則

　　　　九＝一定

を与える。

　本節で得た結果は，Lagrangian　formalismに沿っ

て定式化可能なシンプレクティック写像に適用範囲が

限定されるように思われる。物理学への応用の目的で

研究されているシンプレクティック写像，3）たとえぽ，

標準写像やビリアード写像は大抵Lagrangian　for－

malismにより得ることができる。一方，与えられたハ

ミルトン系の解の挙動をできる限り高精度で長時間に

わたり予測する必要がある天体力学や加速器物理学で

は，時間差分△tの有限性に起因する数値計算誤差が

小さけれぽ小さい程良い。このような目的で，より高

次の数値計算スキームとしてのシンプレクティックア

ルゴリズムが研究されている。4）次節では，本節で得

た結果が高次シンプレクティックアルゴリズムにおい

てどのように一般化できるかを考察する。

§3．高次シンプレクティックアルゴリズムへの

　　　一般化

　ハミルトンの運動方程式の解は，時間をパラメー

ターとする相空間上の正準変換群とみなせる。21V次

元相空間M2N：＝｛（p，　q）｝の上の写像

　　　T（p，q）：＝（P（p，　q），　Q（ρ，　q））∈M2N（3－1）

が正準変換であるための条件は，ボアソンのカッコ式

（Poisson’s　bracket）カミ

　｛P，，Q，｝＝δ已，　｛P，，　P」｝＝｛Q，，　Q，｝＝　0，　　　　　　（3－2）

なる関係式を満たすことである。ここで，

　　　　　　　　N　　　｛f・　9｝・一恩（㌃一器）　（3－3）

U，gは相空間上の関数）はPoisson’s　bracketを表わ

し，傷はクロネッカーのデルタである。写像Tにたい

する条件（3－2）はシンプレクティック形式の不変性

（2－2）と同値である。したがって，ハミルトンの運動方

程式の数値解法アルゴリズムはシンプレクティックア

ルゴリズムであることが望ましい。

　Neriは，ハミルトニアンが運動エネルギーの部分と

ポテンシャルエネルギーの部分とに分離していると

き，すなわち，

　　　H（P，q）＝K（P）ヨーσ（q）　　　　　　　　　　　　　　（3－4）

と分離できるときに，シンプレクティックアルゴリズ

ムを構成する一般的手法を与えた。4）Neriの手法は，

運動エネルギー1（（p）に付随するLie演算子Lκ；

　　　Lκ＊・＝｛K，＊｝，（＊はM2N上任意関数）（3－5）

および，ポテンシャルエネルギーU（q）に付随するLie

演算子Lu；

　　　Lσ＊：＝　 ｛σ，＊｝，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3－6）

の定数倍を無限小変換の生成演算子としてもつLie変

換
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　　　TXA　t：＝exp（s△tLκ）　　　　　　　　　　　　　　　（3－7）

　　　増・＝exp（s△tL。）　　　　　（3－8）

（s∈R，△tは時間差分間隔）を適当に繰り返すことに

より，（3－4）のハミルトニアンによる時間△tの時間発

展

　　　7「1｝△t＝exp　｛一△t（Lκ一F　Lσ）｝　　　　　　　　（3－9）

を近似するという手法である。一般に，Lie演算子Lf

の指数exp（θLf）（θ∈R，　fはM2N上任意関数）

　　　　　　　　　oo　　　exp（θL．）・＝Σ寄（Lf）n　　　　　　　（3－10）

　　　　　　　　n＝0

はLie変換と呼ぼれ，　M2N上の正準変換である。した

がって，Neriの手法は常にシンプレクティックアルゴ

リズムを与える。1eap－frog法はNeriの手法による

と，

　　　（Pn＋1，　qn＋1）＝1【b△t　TX△t（Pn，　qn）　　　　　　　（3－11）

と表すことができる。7’；△tTX△tは（3－9）の△tの1次

までの近似になっている：

　　　丁告＝7’；△tTR△t＋0（△t2）．

さらに良い近似スキームとして

　　　τ告＝Tft△t／2τ∂△t　Tk△’／2＋0（△t・）

（3－12）

（3－13）

などがあり，近似の次数を系統的に上げる方法も開発

されている。5）

　さて，ハミルトンの運動方程式が保存量F（p，q）を

持つとしよう。そのための条件はHとFが包合的であ

ること；

　　　｛H，F｝＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3－14）

である。実際，Fが保存するという式

　　　ThF（p，q）＝F（p，q）　　（t∈R）　　（3－15）

は，（3－14）から得ることができ，逆に，（3－15）をtで微

分したのちにt＝0を代入すると（3－14）を得る。さら

にここで，Hが（3－4）のように分離でき，　FはK，σの

いずれとも包合的であるとしよう：

　　　｛K，F｝＝｛σ，　F｝＝0．　　　　　　　　　　　　　　（3－16）

これは次式と同値である。
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　TkA　t　F（p，　q）＝7’92　F（p，　q）＝0．（s∈R）　（3－17）

（3－17）は，Neriの手法で構成したアルゴリズムは常に

Fを保存することを保証する。まとめると，

定理2．

　　ハミルトニアンHがH（p，q）＝K（p）十U（q）

　と分離可能とする。このハミルトニアンによる時間

　発展Tのもとでの保存量F（p，q）が，　Neriの手法

　で得られる任意のアルゴリズムの保存量であるため

　の条件は，

　　　　｛K，F｝＝｛U，F｝＝0

　で与えられる。

　§1で考察したハミルトニアン（1－2）とその保存量

払（1－4）は，定理2における要請を満たしている。した

がって，Mzはleap－frog法（3－12）だけでなく（3－13）な

どNeriの手法による高次シンプレクティックアルゴ

リズムによっても保存される。並進対称ポテンシャル

中の対称軸方向の運動量（§2，例2）も定理2の要請を

満たしており，Neriの手法で保存可能な保存量であ

る。

§4．議 論

　本稿での考察は，与えられたハミルトン系と同じ保

存量を持つシンプレクティックアルゴリズムの構成方

法について，限られた範囲ではあるがひとつの解決策

を提供する。すなわち，保存量がポテンシャルの対称

性に由来する場合，定理1（§2）とそれを一般化した定

理2（§3）に適合するようにアルゴリズムを考案すれ

ぽよい。しかしながら，ハミルトニアンそのものとい

う自明な保存量は，これらのアルゴリズムでは保存さ

れない。実際，定理2の条件の下でも，一般に，

　　　　　　　　N　　　｛K・H｝一恩膿曇キ・

であるために，Neriの手法はllを保存できない。　Hを
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保存するためには，発想の転換が必要かも知れない。

この点で，Symes6）とMoser，　Veselov7）による行列の

因子分解を利用した方法は注目は値する。この方法は，

完全可積分系だけでなく一般のハミルトン系に拡張で

きるかも知れない。

　数値計算においては，有限桁数の数値のみ原理的に

利用可能なため，丸め誤差の影響を避けることができ

ない。定理1と2の結果は丸め誤差をゼロとした場合

正しい。丸め誤差によりアルゴリズムのシンプレク

ティック不変性が破られることが知られており，シン

プレクティック不変性を回復するためにアルゴリズム

を格子写像化することがある。8）定理1と2の結果

が，格子写像化などのシンプレクティック不変性回復

の手法と両立可能か否かを探ることは今後の課題とし

て残されている。
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Abstract

Invariants　of　Symplectic　Integrators

Shinji　AKIYAMA

　　　We　consider　possibility　of　constructing　symplectic　integrators　with　arbitrary　degree　of　precision　which

share　invariants　of　motion　with　original　Hamiltonian　flow．　It　is　shown　that　those　integrators　obtainable　by　the

method　due　to　Neri　can　preserve　the　same　Noether　invariant　as　the　original　Hamiltonian　flow　when　kinetic

and　potential　parts　of　the　Hamiltonian　possess　a　symmetry　in　common．
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